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公理 �前回の復習� 数理の世界 �� ������

�一連の数学的議論で前提とする命題 �の集まり� を公理 � !��	�

�公理系" �����	 ��  !��	�� とよぶ．

�公理や公理系は「正しい」数学で，その「正しさ」に疑問の余地
のないようなもの，という捉え方のできるものが多いが，近代の
数学では，必ずしも「正しさ」が公理の採用基準にならない場合
も多い．

�前回に，「正しい」かどうかが公理の採用基準になっていない例と
して 「非ユークリッド幾何学」 の話をした．
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公理 �前回の復習� ����� 数理の世界 �� �	����

�通常の幾何学 �ユークリッド幾何� の公理での平行線の公理の代わ
りに，この公理の否定を公理に付加したものを「非ユークリッド
幾何」と呼ぶのだった．

�この場合，ユークリッド幾何も非ユークリッド幾何も同じように
可能な幾何学のベースとなっているので，どちらが正しいか，と
いうような議論は適当でない．

�一方，すべての数学を展開できる体系の基礎というような意味あ
いを持つ公理系も考えることができる．この場合には，公理系に
含まれる公理は，ある意味で「正しい」必要がある．
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デデキント
ペアノの公理系 �前回の復習� 数理の世界 �� ������

��� � �� � なら，���� �� ����

��� � �� ����

��� � �� � なら，���� � � となる � が存在する

��� � # � � � ��� � � � � �

��� � # ���� � ��� # �� ��� � � ���� � �� � �� # �

�帰納法の原理�
��������������

すべての性質
��������

��� � ��
���������

に対し，

��� ���� �� かつ
すべての � に対し，��� � �� なら ������� �� が成り立つなら，
すべての � に対し，��� � �� となる．

�この公理系では，$� の次の数% をあらわす ���� という関数記号
と，定数 �" 加算と乗法をあらわす #" � および，等号 � が固定さ
れた記号として用いられている．また，変数は自然数の上を走る
ものと考えている．
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�数とは何かそして何であるべきか？ �3 � ���,


�, 2 � ��''�� ,�� 4 )'��5� 初版� �����明治
���年" 第 0版� �/���昭和 ��年��

	 デデキント著，河野伊三郎 訳，数について.

連続性と数の本質，岩波文庫 ��/0���

	 デデキント著，渕野昌訳・解説，数とは何かそ
して何であるべきか，ちくま学芸文庫，近刊．
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イタリア� は，���/ �明治 ���年 にデ
デキントが『数とは何か何であるべき
か』で自然数の全体の基本性質として
示したものを整理して公理系としてま
とめた．

�デデキントは，数 �の全体� を数学的な世界で構成して，それに対
して成りたつ基本性質を抽出したのに対し，ペアノは，この基本
性質を，自然数の全体を規定する公理としてとらえ直した．
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�数学であらわれる論理的な表現を以下のようにして記号で置き換
える�

� $� かつ � が成り立つ%" $� または � が成り立つ%" $� が成り立
つなら � が成り立つ%、 $� でない% をそれぞれ，�� � ��"

�� � ��" ��� ��" �� であらわす．

� $すべての � に対し， � である%" $ある � に対し，� が成り立つ%

をそれぞれ 	� �" 
� � であらわす．

� �" � " #" � と変数記号を組み合わせてできる表現 �項� に関する等
式から出発して，上の �" �" �" �" 	" 
 を正しく組み合わせてで
きる表現を，�7: の� 論理式 ����	
' �� 7:� とよぶことにする．

�これを使って，�形式論理での� ペアノの公理系 �7:� を，次のよ
うに規定することができる．
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２つの不完全性定理が証明されたゲーデルの �����昭和 ��年の論文の
最初のページ．ただし，この論文では，「不完全性定理」という名称は
まだ使われていない．


