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論理の形式化 �前回の復習� 数理の世界 ��� ������

�数学であらわれる論理的な表現を以下のようにして記号で置き換
える�

�論理的表現� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 記号表現

�� かつ � が成り立つ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � �!

�� または � が成り立つ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � �!

�� が成り立つなら � が成り立つ� � � � � � � � � � �  �� �!

�� が成り立たない� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�ある � に対して � が成り立つ� � � � � � � � � � � � � �� �

�すべての � に対して � が成り立つ� � � � � � � � �� �

�理論 � で用意されている，定数記号，関数記号，関係記号を使っ
て作れる等式や関係式から出発して，�" �" �" �" �" � の  正し
い! 適用によって得られる表現のことを � の 論理式  ���	
#$! と
よぶ．

�以上の概念を使うと， 形式論理での! ペアノの公理系  %&! を，
次のように規定することができる．



形式論理でのペアノの公理系 �復習� 数理の世界 ��� �	����

��� ���� �� � � � �� �! � � �!!

��� �� �� � � �!

��� ��  �� � � � �� � �! � �!

��� �� � ' � � � ��� �� � � � � �

��� ���� � ' � �! � � � ' �! ��� ���� � �� �! �  � � �!' �

 帰納法の原理!
����������

すべての
���

%&
����������

の論理式
����������������

� � � ��� ���" ��!
��������

に対し，

��� ��� � � � ���  � �� ��� ���" ��!

���  � � � ��� ���" ��! � � � �!� ��� ���" ��!!!

� �� � � � ��� ���" ��!!



論理式の厳密な導入 ���
� 数理の世界 ��� �
����

�形式的体系の論理式の概念は，次のようにして厳密に導入するこ
とができる．

�変数記号 � " � " � "���" ��" ��"��� ��� を無限個用意しておく．

�定数記号，関数記号，関係記号  たとえば大小関係をあらわす記
号 	 など! を集めたものを 言語  #$�(
$(�! とよぶ．

� 	 を言語とするとき，	)項を，次で帰納的に得られる記号列のこ
ととする． 	)項の概念は多項式の概念の一般化である!

�! 変数記号や 	 の定数記号  からなる長さ �の記号列! は 	)項で
ある


! � が 	 の � 変数の関数記号で，�"���" � が 	)項のとき，
�  �� ���" �! は 	)項である．

�! 	)項は 上の �!" 
! の繰り返し適用によって得られる記号列に
限る．



論理式の厳密な導入 ���
� 数理の世界 ��� ������

�! 変数記号や 	 の定数記号  からなる長さ �の記号列! は 	)項で
ある


! � が 	 の � 変数の関数記号で，�"���" � が 	)項のとき，
�  �� ���" �! は 	)項である．

�! 	)項は 上の �!" 
! の繰り返し適用によって得られる記号列に
限る．

� 	�� を %& の言語とするとき，
! を厳格に適用すると，	)項 � と
� に，�変数の関数記号 ' を適用すると，' �� �! という表現が
得られることになるが，読みやすいように，これを � ' � あるい
は  � ' �! などと書くことにする．

�同様に，� � � も � �� �! の略記と考える．



論理式の厳密な導入 �	�
� 数理の世界 ��� ������

� 	)項の概念を使って，記号列が 	)論理式  	)���	
#$! である，と
いうことを次のように帰納的に定義する�

�! �" � が 	)項のとき，� � � は 	)論理式である．

�! � が 	 の � 変数の関係記号で，�"���� が 	)項のとき，
� �� ���" �! は 	)論理式である．

� ! �" � が 	)論理式のとき， � � �!"  � � �!"  �� �!" �� は 	)論
理式である．

�! � が 	)論理式で，� が変数記号のとき，���" ��� は 	)論理式で
ある．

�! 	)論理式は，上の �! 
 �! の繰り返しの適用によって得られる表
現に限る．

� �! と �! で得られる論理式を 	 の 原子論理式  $��	� ���	
#$�!

とよぶことにする．



論理式の厳密な導入 �
�
� 数理の世界 ��� �����

� �! と �! で得られる論理式を 	 の 原子論理式  $��	� ���	
#$�!

とよぶことにする．

� 	�� には関係記号が含まれていないので，	�� の原子論理式は，
等式のみである．

�例えば 	 に �変数の関係記号 � が通常の大小関係をあらわす記
号として含まれているとき，２つの項 �" � に対し，�  �� �! と
いう原子論理式が作られることになるが，項のときと同様に，こ
れを数学での通常の書き方に合せて � � � と略記することもあ
る．ただし，これは可読性のための略記で，本当の表現は，
�  �� �! の方であると考えることにする．



����論理式で表現できる性質 ���	� 数理の世界 ��� ������

�%& の論理式で表現できる数学は一見したときの印象よりずっと広
いものである．簡単な例を見てみる�

�数 � は 	��)項 �� �! * � � � � � � 
� �� �

�個

� ! � � � !!
� �� �

�個

により表現できる．

� �� � �� は，論理式 � � � �! * ��  � � � ' �! で表現できる．特
に，任意の数�" � に対し，� �� �!��� �!! が %& から証明でき
るのは � � � となるちょうどそのときである．

� �� � �� も上と同じ意味で表現できる  演習!．
� �� は � の約数である� は，��  �� � � � � � � � �! あるいは，
��  � � � � � �!! で表現できる．

�上の例でも �表現できる� と言ったのは，たとえば
� � � �! * ��  � � � � � �!! として，「すべての自然数 �" � に対し，
� �� �!��� �!! が %& で証明できるのは，� が � の約数になっ
ているちょうどそのときである」 ということが示せる，という意
味である．

���������

ここでの
�����

�%&
���������������

で証明できる�
���������������������������

ことの意味は後で厳密に

����������

定義する．



����論理式で表現できる性質 ���	� 数理の世界 ��� ������

� �� は素数である� は，
 �� �! 	 ����   �� �! 	 ��� � �! � ��� は � の約数である�!!

で表現できる．ただし，��� �!� や ��� �! 	 �� などは上で与え
たような論理式による表現の略記で，実際の 	��)論理式はもっと
ずっと長いものになる，

�固定した自然数 � � � に対し，���� は  � � � � � �  � �
� �� �

���個

� ! � � � !!
� �� �

���個

と表

現できる．
� �フェルマーの定理が � * � で成り立つ� は，
����   � � � � � � �! � ���  �� ' �� � ��!! で表現できる．

�実は自然数上の指数関数  �� �! �� �� は  	�� 論理式で! 表現す
ることができる  この証明はかなり難しい + 不完全性定理の証明
のための補題の一部を用いて証明する!

�上の事実を用いるとフェルマーの定理は，
������   �� �! � � � � � � � � � �! � ���  �� ' �� � ��!! で表
現できる．



����論理式で表現できる性質 �	�	� 数理の世界 ��� �������

�実は自然数上の指数関数  �� �! �� �� は  	�� 論理式で! 表現す
ることができる  この証明はかなり難しい + 不完全性定理の証明
のための補題の一部を用いて証明する!

�上の事実を用いるとフェルマーの定理は，
������   �� �! � � � � � � � � � �! � ���  �� ' �� � ��!! で表
現できる．

� フェルマーの定理は，�,,- 平成
.! 年にイギリスの数学者アンド
リュー・ワイルズ  &�/��0 1�#��"

�,�� 昭和 ��!年 �! によって証明
された．

フェルマーの定理が %&で証明でき
るかどうかは未解決である．



���������� ��� �������� !��� "���# 数理の世界 ��� �������

今回の講義で導入した「述語
論理の論理式」の概念や，来
週の講義で扱かうことになる
「形式的証明の体系」が完全な
形ではじめて定式化されたの
は 2�#���� と &3��	$�� に
よる

�
4�
�/56
(� /�� 78����)

���8�� 9�(�3�  理論論理学概
論，�,�� 昭和 �!年!において
だった．


