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参考文献の補足 数理の世界 ���� �����
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　　　　「数とは何かそして何であるべきか」 �ちくま学芸文庫
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記号と用語の準備 数理の世界 ���� �	���

� � がある数学的な対象で，� が数学的な対象の集まりのとき，

� � �

と書いて，「� は � の要素である」 ことをあらわす．

�この記号は，要素 ��$�	��� の %�& に対応するギリシャ文字イプシ
ロン �%�& からきている．

� ��� ���' �� がすべて � の要素であるときには，これを
��� ���' �� � � と書くことにする．

�数学的な対象の集まりのことを 集合 という．

�要素を一つも持たない集合も考えることがある．これを 空集合
�くうしゅうごう という．集合 � が空集合でないとき，このこと
を 「� は空 �くう でない」と表現する．



論理式の解釈 �
�	� 数理の世界 ���� �����

�言語 � が，定数記号 ��' ��'���' 関数記号 ��' ��'���' 関係記号 ��' ��'

���' からなるとする．ただし，関数記号や関係記号の変数の数は，
それぞれ，��' ��'���' ��' ��'��� であるとする．

�このとき，� ( �	� �
�
�
� �
�
�
� ���' � �

�
� �
�
�

� ���' ��
�
� �
�
�
� ���� が �)構造であ

るとは，以下が成り立つことである�

�	 はある空でない集合である*

� �
�
�
' ��

�
� � � � � 	*

� �
�
�

' � �
�

'��� はそれぞれ 	 から 	 への ��' ��'��� 変数の関数で
ある*

� �
�
�
' ��

�
'��� はそれぞれ 	 上の ��' ��'��� 変数の関係である．

� ( �	� ���� が �)構造で，� が �)論理式で， � にあらわれる，�
や � で束縛されていない変数記号が全部 ��� ���' �� の中に含まれ
ていて，
�� ���' 
� � 	 のとき，「� の ��� ���' �� に 
�� ���' 
� を
代入したものが � で成り立つ」 ということを

� �( ��
�� ���' 
� であらわす．



論理式の解釈 ���	� 数理の世界 ���� �����

� ( �	� ���� が �)構造で，� が �)論理式で， � にあらわれる，�
や � の束縛されていない変数記号が全部 ��� ���' �� の中に含まれ
ていて，
�� ���' 
� � 	 のとき，「� の ��� ���' �� に 
�� ���' 
� を
代入したものが � で成り立つ」 ということを

� �( ��
�� ���' 
� であらわす．

�上の � �( ��
�� ���' 
� では，

�記号 ��� ��� ���' ��� ��� ���' ��� ��� ��� はそれぞれ，
�
�
�
� �
�
�
� ���' � �

�
� �
�
�

� ���' ��
�
� �
�
�
� ��� のことと解釈する*

�論理記号 �' 	' 
' � はそれぞれ +かつ,' +または,' +ならば,'

+… でない, と解釈する*

� �� � � � ' �� � � � はそれぞれ，+すべての 	 の要素 
 に対し …,'
+ある 
 � 	 があって …, と解釈する．



論理式の解釈 �	�	� 数理の世界 ���� ����

� �)論理式 � にあらわれる変数記号がすべて � か � の束縛範囲に
入っているとき，� は ��文 であるという．

�� を �)文とするとき，すべての �)構造 � に対して， � �( � また
は � �( �� のどちらかが成り立つ．

例．� ( ��� ��� �-� �� とする．ただし，� は自然数の全体， � は数
ゼロ，%, は � � � に対し �-� を返す関数，%-& と %�& はそれぞれ
通常の加法と乗法とする．

� は ��� 構造で，./ のすべての公理 � に対して，� �( � で
ある．



恒真な文とトートロジー �
�	� 数理の世界 ���� �����

� � をある言語とするとき，�)文 � が 恒真 �こうしん であるとは，
すべての �)構造 � に対し，� �( � が成り立つこととする．

�任意の �)文が � 与えられたときに，� が恒真かどうかを判定する
一般的なアルゴリズムは存在しない �このことは不完全性定理の
系として証明できる ．

�たとえば，�	 	 �	 は，	 と � を，それぞれ +または,' +…でな
い, と解釈すると，	 に真の値を代入しても偽の値を代入しても，
全体の真偽値は常に真になる．このような表現のことを トートロ
ジー とよぶ．

�	 
 �� 
 	  はトートロジーである．



恒真な文とトートロジー ���	� 数理の世界 ���� �����

�	 
 �� 
 	  はトートロジーである．

�一般に上のような表現 �命題論理の論理式 がトートロジーである
かどうかは，次のような 真偽値表 を使って調べることができる�

� で真，� で偽をあらわ
すことにして

	 � �� 
 	 �	 
 �� 
 	  

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�トートロジーの各々の文字変数に任意の �)文を代入して得られる
�)文は，恒真である．このような �)文のことも トートロジーとよ
ぶことにする．

任意の �)文 � について � がトートロジーであるかどうかは判
定できる．



恒真な文とトートロジー �	�	� 数理の世界 ���� �����

任意の �)文 � について � がトートロジーであるかどうかは判
定できる．

� �)文を代入することによって � が得られる表現は有限個しかない
から，それらの全部について，真偽値表を作ってトートロジーに
なっているかどうかを判定すればよい．

もしトートロジーになっているものがあれば， � はトートロジー
である．もしトートロジーとなるものが �つもなければ， � も
トートロジーでない．




