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足し算とかけ算 構造の数理 �� ������

� 自然数の全体 ���， 整数の全体 ���，有理数の全体 ���，実数
の全体 ��� など，数の体系では，足し算 �加法， �������� とかけ
算 �乗法， �������������� の �つの基本演算が重要な役割をは
たす．

� �や � や � での足し算や，� � ��� （実数の全体から � を除
いたもの）でのかけ算などの基本性質を抽出することで 群 の概
念が得られたように，� や � での足し算とかけ算の組の基本性質
を抽出することで 環 ������ や 体 （たい，��	
� 独� ������） の
概念が得られる．



環 構造の数理 �� �	����

� �� � � � などでの足し算とかけ算の組の基本性質を抽出するこ
とで 環 ������ の概念が得られる 

� 集合 � と � 上の二項演算 !� � の組が 環 であるとは，次の条
件が満たされることである 

�
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���

は
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アーベル群
��������

である （! に関する単位元を � であ
らわす）．

� �� � �� は 結合律 と 可換性 を満たし，単位元を持つ．つまり，
ある � の要素 � があって，すべての �� �� � � � に対し，
��� � � �� � �� � �� � �� � � �
���� � � � � � � ��
����� � � � � �

が成り立つ．
� ! と � に対して 分配律 が成り立つ．つまり，すべての �� ��

� � � に対して，
���� ��� �� � � � � � � � � � �

が成り立つ．



環 ���
� 構造の数理 �� �
����

� 集合 � と � 上の二項演算 "
 � の組が 環 であるとは，次の条件が満たさ
れることである

� ��� "� は アーベル群 である（" に関する単位元を � であらわす）．

� ��� �� は 結合律と 可換性 を満たし，単位元 を持つ．つまり，ある �

の要素 	 があって，すべての �
 �
 � � � に対し，

��� � � �� � �� � �� � �� � � �
���� � � � � � � ��
����� � � � � � が成り立つ．

� " と � に対して 分配律 が成り立つ．つまり，すべての �
 �
 � � � に
対して，

���� �� � �� � � � � � � � � � � が成り立つ．

� ���� により，����� と ���� から，すべての �� �� � � � に対して，

�����" � � � # �

����" � � �� ! �� # � � � ! � � �

が成り立つことがわかる．



環 �	�
� 構造の数理 �� ������

� 集合 � と � 上の二項演算 "
 � の組が 環 であるとは，次の条件が満たさ
れることである

� ��� "� は アーベル群 である（" に関する単位元を � であらわす）．

� ��� �� は 結合律と 可換性 を満たし，単位元 を持つ．つまり，ある �

の要素 	 があって，すべての �
 �
 � � � に対し，

��� � � �� � �� � �� � �� � � �
���� � � � � � � ��
����� � � � � � が成り立つ．

� " と � に対して 分配律 が成り立つ．つまり，すべての �
 �
 � � � に
対して，

���� �� � �� � � � � � � � � � � が成り立つ．

� � � � の ! に関する逆元を �� と書くことにする．

� すべての � � � に対し，� � � # � である．
$� � � # �� ! �� � � # � � � ! � � � この両辺に ��� � �� を足せば
� � � # � が得られる．%

� すべての � � � に対し，���� � � # �� である．$���� � �! � #
���� � � ! � � � # ��� ! �� � � # � � � # �%



環 �
�
� 構造の数理 �� ������

� 集合 � と � 上の二項演算 "
 � の組が 環 であるとは，次の条件が満たさ
れることである

� ��� "� は アーベル群 である（" に関する単位元を � であらわす）．

� ��� �� は 結合律と 可換性 を満たし，単位元 を持つ．つまり，ある �
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� " と � に対して 分配律 が成り立つ．つまり，すべての �
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 � � � に
対して，
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� すべての �� � � � に対して，���� � ���� # � � � である．
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環の例 構造の数理 �� �����

� � は足し算とかけ算を �つの演算としてみたとき環でない
（演習）．

� �や � や � は足し算とかけ算を �つの演算として環である．

� マイナスの数とマイナスの数をかけるとプラスの数になること
の説明 � は環になっている，あるいは環になるように構成され
ているから．

� � $� % で，変数 � を持つ � 上の多項式全体を考える．たとえ
ば，�� � ! �

�� � �
�� は � $� % の要素である．� の要素も � 次の多

項式と考えて � $� % の要素とする．

� $� % は多項式の普通の足し算とかけ算により環になる．� $� %�
� $� % も同様．

� � � �� � � � として，�� は �� � に関する足し算とかけ算
により環になる．�� の要素のすべては，�� ��& & & � � � � の同値類
である．



体（たい） 構造の数理 �� ������

� 環 �� �!� �� が，条件

 �� � ���� �� は群である

を満たすとき，�� �!� �� は 体 �たい，��	
� 独�������� であると
いう．

� �� �!� �� が体のとき，群の単位元の一意性の証明から，� の単
位元 � は，�� � ���� �� の群としての単位元でもある．

� � � � は，足し算とかけ算を �つの演算として体である．�は足
し算とかけ算に関して体ではない（演習）．

� �� が体になるのは，� が素数であるときである．
� 上の主張の証明には，次の初等数論の定理を用いる 

� と � を互いに素な正の自然数とする（つまり，� と � の最大公
約数は � とする）．このとき，�� 	 � � で，�� ! 	� # � となる
ようなものが存在する．



�� と � � � 構造の数理 �� ������

� 
 を素数とするとき，�� は ��&&&� 
 � � の同値類を要素とする
要素が有限の体（有限体）となる．

� �� は様々な応用を持つ（数学での応用だけでなく，コンピュー
タ科学，経済学などでの応用も含む）．

� � � �� �
��� �  � �� �� ��� � � � $� %� ��� � �# �� を同値関係

� �� �
� ��� � �

� �� ��

� ��� � 	 � �� �� ��� � # � ��� ���� � で割ったときの同値類
の全体を � �� � とあらわす．� �� � には有理数に足し算やかけ算
を導入するのと同じやりかたで � $� % のかけ算や足し算の拡張を
導入することができて，この足し算とかけ算により � �� � は体に
なる．



������ ���� ���� ���� ������������� ! 構造の数理 �� �������
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アーベル群の復習 "#$% ��&�' �#�  ��#���� ����

� �� �!� がアーベル群であるとは，ある � � � があって，

���� すべての  � � � � � � に対し，� ! �� ! � #  ! �� ! �� が
成り立つ． （結合法則）

���� すべての  � � に対し，� !  #  ! � #  となる．
（単位元の存在）

��*� すべての  � � に対し， ! � # � ! � # � となるような
� � � が存在する． （逆元の存在）

��+� すべての実数  � � に対し， ! � # � !  である．
（可換性）

� �� �!� が群であるとは， �� �!� が ����� ����� ��*� を満たすこ
とだった．

� 可換性 ��+� のもとでは，���� と ��*� の条件式は，それぞれ
� !  # ��  ! � # � としても同じである．


