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銀河鉄道の夜 ������� ���	
 ��
���

�� 個の駅のある路線を列車が走っている．� 番目の駅は車両基
地で，列車がここを出発するときには，乗客は誰も乗っていな
い．この列車が，� 番目，� 番目，… の各駅に停車してゆくと
き，列車に客が一人でも乗っていれば，そのうちの一人が降車
し，� 人の新しい客が列車に乗りこむものとする．�� 番目の駅
に列車が着くとき，列車には何人の客が乗っているか？
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問題の由来
� この問題（クイズ）は，先日，メキシコのコリマで開かれた国
際学会に参加した折に，プラハ大学の ���� �
��	 先生のところで
学位論文を書いている ��	����	 ���	�� 君から教わった．

� ��	����	 ���	�� 君は，この問題をプラハに帰る �列 �車の中で，
やはり �
��	 先生の門下の ���
� ������	
� � 君から聞いた．

� 一方，���
� ������	
� � 君は，この問題をブダペスト工科経済
大学の学生で，私の共著者 !�"�
 �����# 氏のもとで学位論文を書
いている $��	�� �
 %����
 君から，この問題を聞いた，という
こと．
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名谷（みょうだに）車両基地（神戸） ������� ���	
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クイズの答え ������� ���	
 ��
���

� この問題の答えは，各駅で降りる人の選び方に依存しない．

�

列車が �� 番目の駅に着くときには，列車には誰も乗っていない

というのが正解である&&&

� 以下で，この解の証明と，それに関連する 無限組合せ論 の話
題について話す．

� 注意� 以下の話の数学的内容は，現代では基礎知識に属す種類
のもので，新しい結果は何も含まれていない．

� 無限組合せ論の面白さに触れてもらいたい，というのが講演の
意図である．
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問題の最初の解 ��
�� ������� ���	
 ��
���

� � 番目の駅 �� � � � �� あるいは，� � �� � ��� ' �� � �� で列
車に乗りこむ旅客 ������(��
� を ����) � � � とする．
� * ��� � ��� � � �� を，

���� �� '

�
�� 旅客 ���� が � 番目の駅で降りるとき+

�� それ以外のとき
で定義する．

� ���� �� ' � となるような ��� �� � ��� � ��� � が存在しないこ
とを示せば，前ページのクイズの解答の証明ができたとこになる．

� ����� ��� ' � となる ���� ��� � ��� � ��� � が存在すると仮定
して，矛盾を示す．

� �� � �� � �� を � に関して閉じているとする．つまり，
� � �� で � � � なら，���� �� � �� が常に成り立つ，ものとす
る．実際，このような性質を持つ順序数 � �� は ,(�
��
�	���	���(� ��	� 存在するから，その �つを �� としてとれる．
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� �� 番目の駅に列車が入るときには，少なくとも旅客 ������ が
列車に乗っているから，この駅で降りる旅客が少なくとも一人は
いなければならない．

� ところが，�� の定義により，このとき列車に乗っている旅客は
全員 �� 番目の駅まで列車を降りない人である．

�これは矛盾である．

� したがって，���� �� ' � となるような ��� �� � ��� � ��� � は
存在しない．つまり，列車が �� 番目の駅に入線するときには，
それまでに乗車した乗客は全員どこかの駅で降りているから，列
車は空（から）である． �



問題の最初の解 ��
�� ������� ���	
 ��
���

� �� 番目の駅に列車が入るときには，少なくとも旅客 ������ が
列車に乗っているから，この駅で降りる旅客が少なくとも一人は
いなければならない．

� ところが，�� の定義により，このとき列車に乗っている旅客は
全員 �� 番目の駅まで列車を降りない人である．

�これは矛盾である．

� したがって，���� �� ' � となるような ��� �� � ��� � ��� � は
存在しない．つまり，列車が �� 番目の駅に入線するときには，
それまでに乗車した乗客は全員どこかの駅で降りているから，列
車は空（から）である． �



問題の最初の解 ��
�� ������� ���	
 ��
���

� �� 番目の駅に列車が入るときには，少なくとも旅客 ������ が
列車に乗っているから，この駅で降りる旅客が少なくとも一人は
いなければならない．

� ところが，�� の定義により，このとき列車に乗っている旅客は
全員 �� 番目の駅まで列車を降りない人である．

�これは矛盾である．

� したがって，���� �� ' � となるような ��� �� � ��� � ��� � は
存在しない．つまり，列車が �� 番目の駅に入線するときには，
それまでに乗車した乗客は全員どこかの駅で降りているから，列
車は空（から）である． �



問題の最初の解 ��
�� ������� ���	
 ��
���

� �� 番目の駅に列車が入るときには，少なくとも旅客 ������ が
列車に乗っているから，この駅で降りる旅客が少なくとも一人は
いなければならない．

� ところが，�� の定義により，このとき列車に乗っている旅客は
全員 �� 番目の駅まで列車を降りない人である．

�これは矛盾である．

� したがって，���� �� ' � となるような ��� �� � ��� � ��� � は
存在しない．つまり，列車が �� 番目の駅に入線するときには，
それまでに乗車した乗客は全員どこかの駅で降りているから，列
車は空（から）である． �



問題の最初の解 ��
�� ������� ���	
 ��
���

� �� 番目の駅に列車が入るときには，少なくとも旅客 ������ が
列車に乗っているから，この駅で降りる旅客が少なくとも一人は
いなければならない．

� ところが，�� の定義により，このとき列車に乗っている旅客は
全員 �� 番目の駅まで列車を降りない人である．

�これは矛盾である．

� したがって，���� �� ' � となるような ��� �� � ��� � ��� � は
存在しない．つまり，列車が �� 番目の駅に入線するときには，
それまでに乗車した乗客は全員どこかの駅で降りているから，列
車は空（から）である． �



����� の定理の特殊形による別証 ��
�� ������� ���	
 ��
���

� � を基数（より一般的には順序数）として， � 	 � のとき，写
像 � * � � � が ��-��


�� であるとは，すべての � � � � ��� に対
し，� ��� � � が成り立つこと．

定理 


� � � を正則基数，� * �� � を �������	
� とするとき，ある
�� � � で， �� � � * � ��� ' ��� が � で ��
��� になるようなも
のが存在する． �

� 上の定理は，後で述べる %���� の定理（%���� の補題）を弱め
たものになっている．

� 歴史的には，%���� による %���� の定理の証明 ��.//� より前
に，��
�	
� ��.0�� と 1����� ��./�� がそれぞれ %���� の定理を
弱めた形のものを証明していて，上の定理は ��
�	
� のものと
1����� のものの中間の形のものとなっている． もっと詳しく
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����� の定理の特殊形による別証 ��
�� ������� ���	
 ��
���

問題の答の別証* � � * �� � �� を，次のように定義する*

� ��� '

���
��
�� � 番目の駅で降りた乗客がいて，この乗客が
列車に乗ったのが � 番目の駅のとき+

�� それ以外のとき．

� 上の � は ��-��


�� である．

� %���� の定理の特殊形により，�� � �� で，
�� � �� * � ��� ' ��� が �� で ,�2	�( になるものが存在する．
�� 
' � とすると，�� 番目の駅で非可算人の乗客が乗車していな
くてはならず，問題の仮定に矛盾である．

� したがって �� ' � でなくてはならないが，このことは，�� で
,�2	�( ��	� の駅についたときに列車には乗客が一人も乗ってい
ないことを意味するから， 列車が �� 番目の駅についたときにも
乗客は誰も乗っていないことがわかる． �
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����� の定理 �一般形�� ������� ���	
 ���
���

� 今日では 定理 � の次の一般化が %���� の定理 �%���� の補題�
あるいは ���


	- ��3	 (���� などとよばれる*

定理 � ������ の定理�

� � � を正則基数とする．すべての ����	����� な � 	 � と
�������	
� な � * � � � に対し，�� � � で
�� ' �� � � * � ��� ' ��� が � の ����	����� な部分集合になるも
のが存在する．

� � が 正則基数 ���-�(�� ,���
	�(� であるとは � が � より真に小
さい長さの順序数の上昇列の極限として表わせないことである．
すべての 
�,,�

�� ,���
	�(
 は正則基数である．

� � 	 �が �で ,(�
�� �	���	���であるとは，すべての � � �

に対し，� � � が � と ,�2	�( なら � � � となり �,(�
���，�

は � で ,�2	�( になる ��	���	���� ことである．

� � 	 � が � で 
���
�	��� とは，すべての ,(�
�� �	���	���
な � 	 � に対し，� � � 
' � となることである． もっと詳しく
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��
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' � だから，�(���	���
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より，� �'4� � � 
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� は � での任意の ,(�� 
�� だったから，� �'4� は 
���
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がわかる．ふたたび � の �(���	���
�� から，� は
��� で
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�	��� であることがわかる．� は十分に大きくとってあったの
で，� は本当に 
���
�	��� であることが結論できる． �
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���円入れると ���円出てくる自動販売機がある．この自動販売
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� � 	 �が �で ,(�
�� �	���	���であるとは，すべての � � �

に対し，� � � が � と ,�2	�( なら � � � となり �,(�
���， �

は � で ,�2	�( になる ��	���	���� ことである．

� � 	 � が � で 
���
�	��� とは，すべての ,(�
�� �	���	���
な � 	 � に対し，� � � 
' � となることである．

� 5,(�
�� �	���	���5は 5,(��5 または 5,��5と略すことも多い．

� 一般には， ����� � � なら，� での ,(�� や 
���
�	��� の定義が
意味を持つ． C演習* ����� ' � では何が起るか 6 D

� � が正則のときは，� の ,(�� 
��
��
 の全体は，� � 個の要素
の 
	���
�,�
�	 に関して閉じている．したがって，� の ,(�� 
�� を
含む部分集合の全体は � �A,(�
�� 2(��� になる． このことか
ら，5� 	 � は 
���
�	���5 は，5� は無視できない大きさを持つ �

の部分集合5 であることの概念を与えていると理解できる．

� � が � で 
���
�	��� なら，� は � で ,�2	�( である．特に，�

が正則なら，�� � ' � となる． 戻る
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(� （先祖代々） �7 ,���
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も，� のすべての要素も，� のすべての要素の要素も … すべて濃
度が � � となることである．これは，� の ���	

�
�� ,(�
��� の濃
度が � � となること，として定義できる．

� 
��� は ���	

�
�� な集合である（集合であることは 
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からわかる）．
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度が � � となることである．これは，� の ���	
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��� の濃
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からわかる）．

� � が非可算な正則基数のとき，構造
��� ' �
������ で #�3��

�� �E
�� 以外のすべての集合論の公理が成り立つ． 戻る
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