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前書き
以下に書くのは，木村俊一著: 『無限のスーパーレッスン』，講談社 (2007)[註 1] か
らの複数の引用 主にこの本の後半部分からの引用です と，それに対す
る (批評的) 解説です．このテキストは，主に本書の著者である木村俊一さん自身
に読んでいただくことを目標として書いていますが，本書を後半まで読み進んだ読
者への注意，といった感じのものにもなることも，意識しています．
論理学や集合論を独学で勉強したときに陥る可能性のある誤解についての，例

文集と，その解題，として読んでいただくこともできると思います[註 2] ．
私がここで書こうとしていることは，「物事を本当に分る」ということと，「分っ

た気になる」，または，「面白おかしく茶化してごまかす」，などとの間の区別のつか

[註 1] 以下では，「本書」と言ったときには，この本のことを指すことにします．これに対して，「本
テキスト」あるいは，「このテキスト」，「この文章」，「本稿」etc. は，あなたが今読んでいる，この
文章です．また，「著者」あるいは，「本書の著者」は，木村俊一さんで，「私」，「本テキストの筆
者」は，渕野です．
[註 2] [ 2018年 09月 15日 (15:16 JST) の付記]: 実際，あなたが今読んでいるこの文章は，論理学
や集合論の，普通とは少し異なる角度からの入門の，副読本のようなものになりうることも頭に置
いて，書いていたのですが，愛知東邦大学の成田良一氏は，まさにそのような文章として本テキス
トを精読され，多くの誤植の指摘をしていただいきました．このことに感謝します．
[ 22.08.30(火 15:22(JST)) の付記]: 東京都立大学の鈴木登志雄氏に頂いた幾つかの typo の指摘
とコメントに対応しました．鈴木氏に感謝します．
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ない (つまり，区別をつける能力のない[註 3] ) 人には，いずれにしても，無用のコ
メントでしかないでしょう[註 4] ．しかし，そういう区別のちゃんとつく人が，『無
限のスーパーレッスン』を読んで，「やはり数学での無限の議論というのはかなり
怪しいものなのではないか」，という嫌疑を抱いてしまったとしたら，その感想は，
本書 (の著者や出版社) が，読者に与えることを企てている幻影に過ぎない，とい
うことを，ぜひ判っていただきたいと思うのです．
あなたが今読んでいるこの文章は，読者としては，普通に数学の素養のある人

を想定して書かれていますが[註 5] ，逆に，(普通の意味での) “普通に数学の素養の
ある人”に対して，書いているということなら，ちょっとくどすぎる説明になって
いるところも，あるかもしれません．しかし，これは，なにしろ以下で引用するこ
とになるようなディテイルを含む本を書いて，出版までしちゃった人に向けての説

[註 3] 犬を，「言葉が話せないのは怠慢だ」と言って責めたら動物虐待になってしまうでしょう．むし
ろ，犬は優しく犬扱いをしてあげるべきだと思っています．だからといって犬に指を噛み切られた
としても平気でいられるかどうかというのは，またちょっと別のような気もしますが…．身近に，
この優しく犬扱いをしてあげるべき人達がいるときには，犬に指を噛み切られ たとしても平気で
いられるかどうかというのは，またちょっと別のような気もする，というような状況が起こりがち
です．
ちなみに，私は (寓意でなくて本物の) 犬たちとは，ちゃんとコミュニケーションがとれます．大

抵の場合，彼等に犬の好きな人間として認識されて，敬意のこもった関係が構築できますし，彼等
がじゃれて噛んでいるのか，本気で噛もうとしているのるかの区別も，正確につくと思います．
[註 4] 本書の著者の木村俊一さんが，まさにそのような人で，そもそもがんばって人間扱いををする
必要はない，ということなら (もちろん，これは，ヨーロッパの言葉で書くとすると，仮定法で書
かれているはずの文章です)，こんな作文をする必要はなくなって，後は，彼が数学者の肩書きを
持っていることや，出版社がこの本を出版したことや，今だに版木を割って絶版にしていないこと
を非難すればいいだけとなり，私としては，よほど気が楽になる，ということになる，と言えるの
かもしれませんが．
[ 2026年 05月 30日 (11:48 JST) の付記]: その後，木村さんも出版社も，この本に対するアク
ションを何もを起していないようです．木村さん自身は，私のこの批判を御存知のようなので，こ
のアクションの不在には，かなりたちの悪い悪意を感じます．
[註 5] これに対し，本書 (『無限のスーパーレッスン』)が想定している読者は，多分，「数学は門外
漢、という人」 (本書, p.4) です．だから，もし，『無限のスーパーレッスン』の “本来の読者”が，
以下の文を眺めて「なんだか分らないことが書いてある」という不満を持ったとしても，それは，
私の責任範囲外のことです．ただし，「数学の素養のある人」というのは，別に数学を大学で専門
的に勉強した人である必要はなくて，中学生でも高校生でも，学校で教わる数学に疑問を持って自
分で考えてみる余裕／意欲のある人 (でも，こう言うと，日本の場合，逆に，「どこにそんな中学生
や高校生がいるの」，という突っ込みを入れられてしまうかもしれませんが) だったら，ちょっと背
伸びをすれば読める，という程度の書き方になっていると思います．
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明なので[註 6] ，念を入れて，議論の細部にわたって説明しないと理解してもらえな
い可能性も考慮して，書いているからです．
この文章はまだ執筆途中です．この文章の最新版は:

https://fuchino.ddo.jp/misc/superlesson.pdf

でダウンロードできます．
書き始めてみたところ，かなり長い文章になりそうで，書きあがるまで発表し

ないことにすると読者の目に触れるのがずっと後になってしまいそうなので，区切
のいいところまで書き進んだところで，その都度，上の URL のファイルを更新し
ようと思っています．既に upload した部分についても，次の更新で更に変更／改
良する可能性もあります．内容に関する質問やコメント，批判などがあればぜひお
寄せください．テキストの改良の際に，できる限り対応したいと思います．
このテキストは，これを書き始めたころ，神戸大学での，私の若い同僚だった，

池上大祐氏や薄葉季路氏をはじめ，何人かの方に精読していただき，彼等の指摘も
反映させて細部を何度も書き直しています．特に，その意味で，以下に書いたこと
のうち，少なくとも数学的な内容については，客観的に正しさが十分に保証できる
ものになっている，と思います．

[註 6] 木村さんの本では，会話が「大阪府枚方市近辺の方言」(本書 p.245 脚注) で書かれている，と
いうそのこと自体は大いに興味深いものです．ただし，以下で論じることになる，本書の数学的あ
るいは数学思想的な問題点 (あるいは数学思想に関してはその欠落) を考えると，本書はむしろ「大
阪府枚方市近辺の方言」がその話者に供する嗜好空間の問題点を示唆するものになっている，とい
う読み方も成立してしまうかもしれません．勿論どの言語も様々な長所や短所，またそれらを越え
た歴史的な存在理由を持っているわけでしょうが，科学[註 7] に適さない言語というのはあるように
思えます．
ちなみに，私自身の日本語は東京の山の手の言葉で，これに加えて，小学校のときのクラスに東

京の下町の言葉の話者が少なくなかったことから，「なんちゃって下町言葉」も地の口語に混った
ものになっているのではないかと思います 例えば「ひ」と「し」の混乱が多少あります．こ
こで意識的に書いている「…しちゃった」という表現を「…をしでかしてしまった」という意味に
使う，というのは東京の下町言葉のようで，この表現が典型的な下町言葉の表現の一つとして認識
されるようになったのは割合最近 (昭和初期ごろか？) なのではないかと思われます．例えば，戦
後の小津映画で，若者が，若者ことばとして，この表現を使うシーンがいくつかあります．また，
東京に出てきた上州の田舎者だった萩原朔太郎は，この表現のパロディーを「郵便局の窓口で／僕
は故郷への手紙を書いた／鴉のように零落して／靴も運命もすり切れちゃった」という 1920年代
後半に書かれた詩句に書き記しています．
[註 7] ここで言っているのは「科学技術」というときの技術の添えものとしての「科学」ではなく，人
文科学も含めた広義の科学です．[註 4]の付記にも書いたように，木村さんがその後，本書を訂正
するとか，(版木を割って) 絶版にする，というようなアクションをとっていないので，本書の存在
が，「大阪府枚方市近辺の方言」がまさに数学の議論をするのに適さない言語である，という証明
の一つとなっている，という解釈も可能であるように思えます．
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そうは言っても，勿論，このテキストは，本書に対する最終的な価値判断を読
者に強要するものではありません．特に，数学的な結果の捉え方や，解釈の仕方に
関して述べている部分については，そこで書くことは，この分野 (数学，あるいは，
場合によっては，より狭義な意味での集合論) を研究している研究者の大多数の視
点からの，物の見方を反映しているものになっているとは，思っていますが，もし
かすると，他の捉え方も可能かもしれません．また，フェアネスのために，ここで，
私が内容に問題のある文章として引用した部分だけを読んだときに受ける印象は，
本全体を読んだときに受ける印象とは異る可能性もある，ということにも，注意し
ておきたいと思います．
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1 選択公理と超限帰納法
ZFC集合論の公理系の一部
...

8 [選択公理] 超限帰納法を使ってよい (つまり、ある集合が超限帰納法によって作
れるならば、その集合が存在する)

(無限のスーパーレッスン，p.164)

これは，網掛けの囲み記事になっているので，この本で論じられていることに
ついての正しい知識を持った人が本書をぱらぱらとめくったときにまず目にとまる
ことになる「衝撃の内容」の 1つだと思います．
選択公理のもともとの主張は，

(1) 空集合を含まない任意の集合族 {Xi : i ∈ I} に対し，I 上の関数 f で各
i ∈ I に対し，f(i) ∈ Xi となるようなものが存在する

というものです[註 8] ．内容的には (1) と同じ主張が，もう少し集合論特有の記号法
を伴って，本書の「解説編」の p.237にも「選択公理」として書かれていて，そこ
には，

以下の記述には『数学のロジックと集合論』田中一之・鈴木登志雄 (培風館) を
参考にした。 (無限のスーパーレッスン，p.237)

という註釈も見えます．
集合論の他の公理の仮定のもとでは，(1) の意味での選択公理は，

(2) すべての集合の上に整列順序が存在する[註 9]

[註 8] (1)でのような f は，集合族 {Xi : i ∈ I} に対する選択関数とよばれます．ここでは，直観的
に理解しやすいように，“集合族 {Xi : i ∈ I}” と言っていますが，対応 i 7→ Xi は重複も許してい
るのに (許さないとは言っていないのに)， “{Xi : i ∈ I}” と書くと，この集合を作る操作で重複
が解消してしまうように見えてしまうことが，すごく気になる人もいるかもしれません．そのよう
な人のために，より厳密な言い方をすると，ここで実際に考えているのは，集合族 “{Xi : i ∈ I}”
ではなく，集合列 “〈Xi : i ∈ I〉” です．
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[註 9] ある集合 X 上の二項関係 Rが X の整列順序であるとは，Rは全順序 (線形順序とも言う[註 10] )

で，空でないすべての X の部分集合 Y に対し，Y の R に関する最小元が存在することを言いま
す．たとえば，自然数の全体 N の上の通常の大小関係は整列順序ですが Q 上の通常の大小関係は
(全順序ではありますが) 整列順序ではありません．ある集合 X 上に整列順序が存在することを，
「X は整列可能である」とも言うことにします．たとえば，有理数の全体 Q は，可算[註 11] である
ことが (選択公理なしで) 証明できるので，整列可能です．これに対し，実数の全体 R が，整列可
能であることは，選択公理 (あるいは，選択公理を弱めた適当な公理) の仮定なしでは示すことが
できません．実際，“R は整列可能である” という主張自身が，弱い選択公理のヴァリアントの一
つとして考えられることさえあります．ちなみに，整列可能性定理と選択公理の同値性の証明を思
い出すと ([註 13]を参照してください)，“R は整列可能である” は，“実数のみを要素として持つ，
空でない集合からなる集合族には，常に選択関数が存在する” という選択公理を弱めた主張が，こ
れと同値になることがわかります．

[註 10] X 上の順序関係 R が，全順序 (線形順序とも言う) であるとは，すべての異る x, y ∈ X に対
し，x R y か y R x のどちらか片方が必ず成り立つことです．

[註 11] 集合 X が可算とは，X から N への 1対 1写像が存在することを言います．X が空集合でな
いときには，これは，N から X の上への写像が存在することと同値です．X が有限でない，つま
り，どの n ∈ N に対しても，集合 {0, ..., n − 1} から X の上への写像が存在しないときには，X

が可算であることは，N から X への全単射が存在することと同値になります (これらのことはす
べて選択公理を仮定せずに示せます[註 12] )．N 上の標準的な大小関係は整列順序なので，可算集合
上には，この整列順序 (の部分) をコピーできることから，すべての可算集合は整列可能です．集
合 X が可算でないとき，X は非可算である，と言います．

[註 12] この同値性の (選択公理を用いない) 証明を自力で再現できない人は，この本の著者のそれよう
な，壮大な思い違いの入口に立っている，と言えるかもしれません．
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という命題と同値になることが知られています[註 13] ． このことと，

(3) 整列順序の上では超限帰納法の議論や超限帰納法による再帰的定義が可能
である

[註 13] (2)から (1)が導けることは容易に証明できます: 空集合を含まない任意の集合族 {Xi : i ∈ I}
に対し，∪

i∈I Xi 上の整列順序v をとると，各 Xi に，Xi の v に関する最小元を対応させる関数
を選択関数としてとることができるからです．
逆方向の証明はもう少し難しいものになります (特に，順序数上の関数の再帰的定義が可能であ

る，ということのことの正確な知識が必要になります) が，これは，次のように要約できます: 集
合 X が与えられたとき，X が空集合なら，空集合が X の上の整列順序になっているからよい．
そうでないときは，Y = P(X) \ {∅} として，Y を集合族と見て Y 上の選択関数 f をとる．この
とき，a を X に含まれない集合として，すべての順序数の全体 On から X への (クラス) 関数 F

を，α ∈ On に対し，X \ {F (β) : β < α} が空でないときには，F (α) = f(X \ {F (β) : β < α}),
X \ {F (β) : β < α} が空のときは F (α) = a とすると，すべての x ∈ X に対し，F−1(x) が一意
に定まるが，x, y ∈ X に対し，x v y :⇔ F−1(x) ≤ F−1(y) とすると， v は X 上の整列順序に
なる．[註 14]

[註 14] [註 13]で与えた「逆方向」の証明のスケッチは，ツェルメロ=フレンケル集合論で展開できる
超限順序数の理論のマシナリーに依存するものですが，この同値性証明はツェルメロ=フレンケル
集合論 (ZF) よりずっと弱いけれど旧来の数学の殆ど全てがそこで展開できることの知られている
ツェルメロ集合論 (Z) ZF から置換公理 (と正則性公理) を除いたもの でも超限順序数
を経由せずに直接証明することができます (順方向の証明については，ここで与えた証明が，既に，
ツェルメロ集合論でのものになっています)．この直接証明は，素手できちんとやろうとすると結構
長くなります．私は大昔日本で学部生だったころ，松坂和夫著『集合・位相入門』にぐちゃぐちゃ
書いてあった，このツェルメロのもとの証明の写しのようなものを読んでよく分らなかった記憶が
あります．[註 15]

因みに，定理 1の証明でも超限順序数が用いられていますが，現代の意味での ω1 の存在もツェル
メロの集合論では証明できないので (これが Z で証明できない，ということが ZF の無矛盾性を仮
定すると簡単に証明できます)，ここで述べた証明をツェルメロの集合論で実行するためには，ここ
で順序数と言っているものを整列順序の順序型で置き換えた証明で置き換える必要があります (実
際には更に証明の細部をいくつか書き直す必要もあります) ．ここで述べたのと同様のアイデアは，
後で，ハルトークスの定理 (定理 3) が，Z で証明できる，ということの議論でも再び出てくること
になります．

[註 15] 実は，この，松坂和夫著 『集合・位相入門』の記憶があったために，この同値性の証明は，Z

でやったときには，ぐちゃぐちゃした分りにくいものにしかならなくなる，と思い込んでいたので
すが，最近 (2019年 4月) 大学院の講義で，この Z での同値性証明について話す必要があって，自
分で証明を再現してみたところ，すっきりした，素直な，それほど長くない証明を与えることがで
きることが分かって大変びっくりしました．
分野の専門家でない人が教科書を書くことの，メリットやデメリットは，本稿で論じようとして

いる主題の一つとも関連する事柄ですが，この松坂という人 (多分，当時のスタンダードで考えて
も集合論や集合論の応用の専門家ではなかった人だと思います) の書いた教科書は，少なくとも私
にとっては，長年にわたって大きな害を及ぼしていた本だった，と言うことができると思います．
なお，ここで言った，私の講義での Z での選択公理の同値命題の証明は， [20] の Axiom of Choice
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という事実をごっちゃにして，上の 「超限帰納法を使ってよい」が出てきたので
はないかと想像しますが，これについては，実際のところ，どういう誤解のプロセ
スを経てこういうことになってしまったのかを，ぜひ御本人に問い質してみたいも
のです．
超限帰納法自身は，選択公理とは無関係に成立します．例えば，拙著 [13] の第

2章や，[18] の Subsection 2.2 などを，ご覧ください．
実際，超限帰納法の応用では，選択公理が用いられることが多いのですが，選

択公理を仮定しない超限帰納法の重要な応用も少なくありません．たとえば，おそ
らく，超限帰納法の歴史上最初の応用例である，カントル・ベンディクソンの定理
の証明では[註 16] ，選択公理は，必要になりません:

定理 1 (Cantor, Bendixson) 任意の閉集合 A ⊆ Rに対し，可算集合[註 17] C ⊆ A

が存在して，A \ C は完全集合となる[註 18] ．

in Zermelo’s set theory と題した節に書いてあります．
選択公理の，整列定理 (2) や，ツォルンの補題，また後出のカントルの三分律との同値性は，Z

で証明できます．しかし，選択公理と同値であることの知られている他の命題では，同値性の証明
が ZF 上でなされているものも少なくありません．これらについては，Z 上で同値性の証明ができ
るかどうかは，はっきりしない (つまり，Z 上での証明が思いつかないが，Z で証明できない，とい
うことの証明は，得られていないか，あるいは，Z で証明できるものかどうなのかは，既に決定さ
れているとしても，それが書かれている文献を簡単にはみつけられない，という状況が生じている)

ものも少なくないように思えます (以下で述べることになる，ハルトークスの 1914年の論文 [31]

での結果は，私自身にとって，まさにこの，“文献を簡単にはみつけられない” 例の一つでした．)．
[註 16] カントルがこの定理をきっかけに超限順序数や超限帰納法による証明の祖型を導入したのは，
1880年代の初め (明治の 10年代くらい) のことです (たとえば [5] を参照)．

[註 17] “可算集合” という用語については，[註 11]を参照してください．
[註 18] O ⊆ R が開集合であるとは，すべての x ∈ O に対して，開区間 I で x ∈ I ⊆ O となるものが
存在することです．A ⊆ R が閉集合とは R \ A が開集合となること．X ⊆ R で，x ∈ X のとき，
x が X の孤立点であるとは，開区間 I で，X ∩ I = {x} となるものが存在すること．B ⊆ R が完
全集合であるとは，B は閉集合で孤立点を持たないことです．空でない完全集合は連続体のサイズ
を持つことが容易に示せるので，カントル・ベンディクソンの定理 (とカントル・ベルンシュタイ
ンの定理) から，すべての非可算な閉集合は連続体濃度を持つことがわかります．ちなみに可算無
限な閉集合は存在します．例えば，自然数の全体 N を，R の部分集合として見たときには，これ
は閉集合です．
[26.05.30(土 11:46(JST)) の補記] 後に，カントルは，連続体仮説 (実数の全体の部分集合は可算

でなければ連続体濃度になることを主張する仮説) が「正しい」ことを確信して，彼の数学者とし
ての障害の終りに，精魂をこの証明を得る試みに注ぐことになるのですが，彼の確信の核心はカン
トル・ベンディクソンの定理やその拡張にあったものだと考えられています (現在ではカントル・
ベンディクソンの定理の主張はボレル集合や解析集合に対して成りたつことが知られていますし，
大きな巨大基数の存在を集合論の公理の一部と考えたときには，すべての解析集合で成り立つこと
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以下で，この定理の証明では超限帰納法が本質的に使われているけれど，選択
公理は全く使わずに証明が遂行できる，ということを検証してみようと思います．
まず，定理の証明を自然なやり方で記述して，その後で，選択公理が用いられてい
るように見えるいくつかの場所[註 19] で，なぜ，そこで，選択公理が必要ないのか
を，説明することにします．
定理 1 の証明: A が可算なら，定理は自明なので (C = A とすればよい)，A は非
可算とする．α < ω1 に対して[註 21] ，Aα を，超限帰納法によって，次のように定
義する:

(4) A0 = A;

(5) Aα+1 = Aα \Dα, ただし，Dα = {x ∈ Aα : x は Aα の孤立点 } とする;

(6) γ < ω1 が極限のときには，Aγ =
∩

α<γ Aα とする．

このとき，

Claim 1.1 各 α < ω1 に対し，Aα は閉集合である．

` α < ω1 に関する超限帰納法によりよい: Aα が閉集合のときには，Dα の定義
から，

Aα+1 = Aα \
∪
{O : O ⊆ R は開区間,

Aα ∩O は高々 1つの要素しか持たない }

となっているので[註 22] ，Aα+1 も (“閉集合 \ 開集合” という形の集合として) 閉集
合である．

も知られています)．
[註 19] 以下で “選んで○1 ”, “選べる○2 ” と太文字で書いてあるところはそのまま読むと選択公理が必
要になっているように見えます．また，“可算集合の可算和だから，可算である○3 ” という主張も，
この一般的な形で示すには，(少なくとも弱い形の) 選択公理が不可欠であることが知られていま
す[註 20] ．

[註 20] 「実数の全体 R は可算集合の可算和である」という主張は選択公理を除いた集合論の公理系
(ZF)と矛盾しないことが知られています (たとえば，Jech [38] Chapter 10 を参照)．R が非可算な
ことは ZF で証明できるので，「実数の全体 R は可算集合の可算和である」の成り立つ世界では，
○3 は成り立たないことになります．

[註 21] ω1 で最初の非可算な順序数をあらわします．
[註 22] 集合論では「すべての数学的対象は集合である」という立場で議論するので，すべての集合は
集合族でもあります．そこで，集合 S に対して ∪

S と書いたときには，集合族としての S の和集
合をあらわします．つまり，∪

S = {x : x はある y ∈ S の要素 } です．この書き方は，集合論を
専門としていない人には，見慣れないものかもしれませんが，慣れると大変に便利な記法です．
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γ < ω1 が極限順序数のときには，(6) により，Aγ =
∩

α<γ Aα で 各 Aα, α < ω1

は帰納法の仮定から閉集合だから，Aγ も閉集合である[註 23] ． a (Claim 1.1)

Claim 1.2 各 α < ω1 に対し，Dα = {x ∈ Aα : x は Aα の孤立点 } は高々可算
である．

` 各，x ∈ Dα に対し，有理数を端点にもつような開区間 Ox を選んで○1
(7) Aα ∩Ox = {x}

となるようにできる．有理数を端点にもつような開区間は可算個しかないから，も
し Dα が非可算だとすると，異る x, x′ ∈ Dα で Ox = Ox′ となるものが存在しな
ければならないが，このことは (7) に矛盾である． a (Claim 1.2)

Claim 1.3 ある α0 < ω1 が存在して，すべての α0 ≤ α < ω1 に対して，Dα = ∅
となる．

` そのような α0 < ω1 が存在しないとすると，各 α に対して， Aα の孤立点 xα

と有理数を端点とする開区間 Oα で，xα ∈ Oα, Aα ∩Oα = {xα} となるようなもの
が選べる○2 . 有理数を端点とする開区間は可算個しか存在しないから，α < β < ω1

で Oα = Oβ となるものが存在するが，Aβ ⊆ Aα+1 により，Aβ ∩Oα = ∅ となって
しまい矛盾である． a (Claim 1.3)

α0 < ω1を Claim 1.3でのようなものとすると，A′ = Aα0 として，A′は Claim 1.1

により閉集合で，Dα0 = ∅により，A′ は孤立点を持たない．C = A\A′ =
∪

α<α0
Dα

は Claim 1.2 により 可算集合の可算和だから，可算である○3 ．
したがって，この C が求めるようなものである． (定理 1)

では，上の証明が実は選択公理なしで行なえることを見てみることにしましょ
う．問題となるのは ○1 ∼○3 です．
まず，Q が整列可能であることを思い出しておきます．これは，例えば，次の

ようにして見ることができます: f : N → Q を全単射とします．このような f は
構成的に定義できるので，選択公理なしで存在が保証できます．ここで q, q′ ∈ Q
に対し，

(8) q vQ q
′ ⇔ f−1(q) ≤ f−1(q′)

[註 23] この証明では，「任意の開集合の族の和集合は開集合である」，「任意の閉集合の族の共通部分は
閉集合である」，という事実が使われています．これは [註 18]で述べた R の部分集合についての開
集合と閉集合の定義から容易に導くことができます．
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として vQ を定義すると，この二項関係 vQ は，(N 上の自然な順序と同じ順序型
を持つ) Q 上の整列順序となります．
○1 : α < ω1 と x ∈ Dα に対し，qx, rx ∈ Q を，

(9) Aα ∩ (q, r) = {x}

となる 〈q, r〉 ∈ Q×Q のうち[註 24] vQ に関する辞書式順序[註 25] で最小のもの，と
することにします．x ∈ Dα に対して (qx, rx) は具体的に指定できているので，集
合 (族) {(qx, rx) : x ∈ Dα} は選択公理なしで構成することができます．
○2 : 各 α < ω1 に対して {(qx, rx) : x ∈ Dα} を ○1 でのようにとります．こ

こで 〈qx, rx〉 x ∈ Dα のうち vQ から作った Q×Q 上の辞書式順序に関して最小の
ものをとり，これに対応する x と，開区間 (qx, rx) とを，xα と Oα として選ぶこ
とができます．ここでも，xα と Oα は具体的かつ一意に指定できているので選択
公理は必要になっていません．
○3 : 各 α < α0 に対して {(qx, rx) : x ∈ Dα} を ○1 でのようにとります．各

x ∈
∪

α<α0
Dα に対して 〈qx, rx〉 ∈ Q×Q を対応させる関数は単射になるので，こ

のことから ∪
α<α0

Dα が可算であることが選択公理を用いずに結論できます．
上の例のように，一見，選択公理が本質的に使われているように見える証明が，

スタンダードなものとして知られている定理でも，うまく証明を書き換えること
で，選択公理なしでも証明ができる，という場合もあります．選択公理は，いずれ
にしても，現代の数学では縦横に用いられるので，選択公理なしの技巧的だが不自
然な証明を見つける，ということそれ自体にはそれほど大きな意味があるように
は思えないかもしれませんが，最近の集合論のコア・プロブレムの研究では，選択
公理を仮定しない集合論のモデルが大きな役割をはたすことになる場合もありま
す[註 26] ．そのようなモデルの考察をしているときには，選択公理なしで何ができ

[註 24] (q, r) は q と r を端点とする開区間を表わし， 〈q, r〉 は q と r をそれぞれ第 1第 2要素とする
順序対を表わしています．

[註 25] 〈q, r〉 vQ×Q 〈q′, r〉 ⇔ q 6= q′ で q vQ q′ となっているか，あるいは q = q′ で r vQ r′ として
定義される順序．vQ が整列順序であることから，この順序も整列順序になることが示せます．

[註 26] 「集合論のモデル」というのもナイーヴに扱かうと不完全性定理と抵触してしまうような，非
常にデリケートな概念です．ここではこれについて解説するだけの余裕はないのですが，この概念
を使うことで，生じるように思える循環は，実は，うまく取り除くことができることが知られてい
ます．詳しくは，[13] の 4.2 や Kunen [43] Chapter VII, §1 を参照してください．
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て，何ができないのかを明確に把握できている必要があります[註 27] ．
なお，上で「選択公理なしで超限帰納法を使って証明のできる重要な数学の定

理の例」として Cantor-Bendixson の定理を挙げたわけですが，この定理には，実
際に次のような重要な応用があります．

定理 2 (Cantor) (a) すべての空でない開集合は連続体濃度を持つ．
b すべての非可算な閉集合は連続体濃度を持つ．

定理 2 の証明 (のスケッチ): (a): 定理 1 により，すべての空でない完全集合が連
続体濃度を持つことが示せれば十分である．これは次のようにして示せる．A を
完全集合とするとき，閉区間の族 T で，各 C0, C1 ∈ T に対し C0 ∩ C1 = ∅ か
C0 ⊆ C1 か C0 ⊇ C1 のいずれかが成り立ち，各 C ∈ T に対し，C ∩A 6= ∅ が成り
立ち，T は ⊆ に関して高さが ω の完全二分木になっているようなものがとれる．
この二分木の各枝 t に相当する開集合の ⊆ に関する下降列は空集合でなく，共通
部分は A と共通部分を持つから，その要素を at とすると各 at は t それぞれ異る．
二分木の枝は連続体濃度個あるから，A も連続体濃度個の要素を持つ．

(b): これは空でない開集合が空でない開区間を部分集合として含むことから明
らかである． (定理 2)

定理 2は，カントルが，第 5節や第 6節で論じることになる連続体仮説が成り立
つ，と確信したときの，この確信の裏付けの一つとなっていた事実の一つでした．
その意味でも，定理 2 を導く定理 カントル・ベンディクソンの定理 (定理 1) は，
重要な数学の定理と考えてもおかしくないでしょう．
記述集合論 (discriptive set theory) と呼ばれる研究分野では，通常の集合論か

ら証明できたり，通常の集合論からは証明できないけれど，通常の集合論の妥当な
拡張の一つと考えられる体系からは証明できたりする，定理 2 の様々な拡張が考
察されています．

[註 27] 以下は，集合論を知っている人のためのコメントです．現代の集合論では，選択公理を用いな
い数学は，例えば，次のような文脈で意味を持つものとなります: 強制法は，選択公理を用いずに導
入することができます．このことは，たとえば Woodin の Pmax 理論の大前提として用いられてい
ます．この理論では L(R) [註 28] 上の forcing の考察が中心テーマになるからです．もちろん選択公
理の非存在で，強制法の理論でのすべてのツールが使えるわけではありません．すぐに分るように，
強制法での Maximum Principle (Kunen [43] では Maximal Principle と呼ばれています) の (自然
な?) 証明には選択公理が必要になりますが，A. Miller [46] では，強制法で Maximum Principle が
成り立つことと選択公理が同値になることが証明されています．

[註 28] これは，後で触れる内部モデルの 1つで，ZF を満たしますが，巨大基数の下では選択公理を
満たさないだけでなく，後でも触れる (ZF 上で選択公理と矛盾することの知られている) 決定性の
公理を満たします．
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『無限のスーパーレッスン』は「一般向けの」本なので，「一般の人が分りやす
いような表現を選んでいる」という言い訳で何でも書けてしまうところがありそう
にも思えます．上で引用した p.164 の集合論の公理系についての文章も，著者の
理解が間違っているのかどうかさえ定かでないような曖昧な表現が選ばれています
が，次の例とつなげてみると，ここに書いてあったことが，単なる表現の選び方の
ミスではなく，著者の決定的な誤解であることがわかります:

　… だから、ゲーデルの不完全性定理の意義は、そういう決定版の数学体系、
というのは作ることができない、ということだとも言えるわけです。逆に、別
の体系からの証明でよければ、たとえば 1936年に、ゲンツェンは整数論 (ただ
し選択公理なし) の数学体系が無矛盾であることを、選択公理を使って (つまり整
数論、選択公理つき、という体系で) 証明しています」

(無限のスーパーレッスン，p.185)

この「選択公理なし」の整数論，というところから，この著者がゲンツェンの結果
を理解する努力を何もせずにこの文章を書いていることが見えてきます．ゲンツェ
ンがこの結果で扱っている体系は，1階の論理上のペアノ算術です[註 29] が，そもそ
もこの体系では，選択公理は記述することすら不可能だからです[註 30] ．ゲンツェ
ンの定理の扱っている体系が何なのかを思い出して，そこで選択公理がどう表現
できうるかをちょっと考えてみれば，この「整数論 (ただし選択公理なし) の数学体
系」という主張がいかにナンセンスかはすぐに分るはずなので，著者はそういうこ
とを考える能力を持っていないのか，あるいは考える努力を惜しんでいるか，どち
らか，ということになります．更に言うと，このゲンツェンの証明では，証明の実
行されている ”体系” でも，選択公理は全く使われてはいません [註 32] ．ここで「選

[註 29] 竹内-八杉 [53] で与えられている初等整数論の証明の体系はゲンツェンの論文の 1つで与えら
れている体系と一致するものになっています．また， [14] の pp.216-217 では，これと本質的には
同じものが，PA (ペアノ算術の公理系) + (ヒルベルト流の) 述語論理の体系，という形で与えられ
ています．

[註 30] フェアネスのために言い添えておくと，この，選択公理が関係しえないコンテキストで選択公
理が問題になっていると勘違いする，というのは，本書の著者に限らず，

ロジック
論理学や集合論の素養のな

い数学者にはありがちのことのようにも思えます．たとえば，もう 30年近く昔になりますが，ベー
レンツ先生[註 31] に 2階算術に関連する説明をしたときに，やはり，ありえない箇所で「それは選
択公理が…」と頓珍漢な反応をされて非常に驚いてしまったことがありました．

[註 31] [2], [3] の著者で，私がまだベルリン自由大学数学科の学生だったときに，私の Diplom 試験で
の副専門教科 (私が副専門教科に選んだのは関数解析と微分方程式でした) の試験官だった人です．

[註 32] ゲンツェンの証明が，どの形式体系で表現できるか，という議論もあるのですが，例えば，以
下でも述べるように， [52]で議論されているような意味で，ゲンツェンの証明がヒルベルトの限定
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択公理」という思いがけない言葉が出てきたのは，著者が，「選択公理というのは
超限帰納法のことだ」ということを固く信じてしまっているらしいことと，「ゲン
ツェンの定理は ε0 までの超限帰納法を用いて証明された」というような主張をど
こかで聞きかじったことからのショートサーキットではないかと思われます．
なお ε0 というのは，個々の有限の数 0, 1, 2,... や自然数の全体 N の順序型で

あるところの ω, ω の次の順序数 ω + 1, ω の後にもう 1つ ω の順序型のコピーを
付け足した順序型に対応する順序数 ω + ω 等々と同じように，確定的に指定する
ことのできる (特に何がそれより下の順序数になっているかを明言のできる) 順序
数で[註 33] ，ε0 までの超限帰納法は，たとえば，カントル・ベンディクソンの定理
の証明で用いた超限帰納法よりずっと弱いものですし，ゲンツェンの証明でのこの
超限帰納法の使い方も，更に非常に限定されたものになっていて[註 35] ，もちろん
選択公理に相当するような議論は用いられていませんし，上の引用での，「選択公
理なしの整数論の無矛盾性を選択公理つきの整数論を使って証明した」にあるよう
な，鯛で海老をつるような状況が生じているわけでは全くありません[註 36] ．
『無限のスーパーレッスン』では，この他にも，選択公理に関連したおかしな

主張がいくつもあるので，ここでは，そのうちのいくつかを纒めて見ておくことに
したいと思います．

的立場の自然な拡張の上でなされていることを確認するには，単に，それが実行可能な 述語論理
上の形式的体系を特定するだけでは，抜け落ちてしまう重要な情報があるように，思えます．ただ
し，そうだとしても，第 2不完全性定理 (不完全性定理の議論については，以下の第 2節も参照し
てください) により，ペアノ算術の無矛盾性の議論がペアノ算術のの中でされていることはありえ
ないわけです．「ありえない」は語弊があるとしても，もしあれば，その証明を書き換えてペアノ
算術が矛盾していることの証明が得られてしまっていることになるわけでりますが，幸いにそのよ
うなことは起っていません．

[註 33] 具体的に言うと，ε0 は，ω より大きな順序数のうち順序数の冪演算について閉じている最初の
順序数，として定義されます．ε0 より小さい順序数はカントルの標準形と呼ばれる式で表現できる
順序数と一致します．[註 34]

[註 34] ただし，この ε0 に関する議論は，ゲンツェンの定理の文脈では，通常の数学の外側にある超
数学で行なう必要があるので，ここでの「一致します」という表明は，微妙な点を含むものになっ
ています．数学での無限と超数学での無限の関係については，[23] にも解説しています．

[註 35] ヒルベルトは，帰納法を
”
inhaltliche Induktion“ と

”
formale Induktion“ に区別して考えてい

ますが，ここで言っている 「非常に限定されたもの」は前者の意味に近いものです．
[註 36] このへんのところのより詳しい説明は，たとえば [11], [14] をご覧ください．定理の完全な証
明は，たとえば，竹内-八杉 [53] で見ることができます．蛇足ですが，変な揚げ足をとる人がいる
といやなので言っておくと，ここで「鯛で海老をつる」と書いたのは，書き間違えではなく，概念
の spoonerism として (意図的に) 逆に書いたものです．
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選択公理なしでは無限の大小が比べられなくなるので、ベルンシュタインやカ
ントルの対角線論法などが駄目になってしまいます。

(無限のスーパーレッスン，p.201)

「ベルンシュタイン」は本書の 4.2 で触れているカントル・ベルンシュタインの
定理のことだと思われます．この「駄目になってしまいます」，というのはどういう
意味でしょう？ 日本語としての一番素直な解釈としては，選択公理を仮定しない
と，カントル・ベルンシュタインの定理も対角線論法による議論も成立しえない，
ということだと思いますが，そうだとするとこの主張は間違っています[註 37] ．し
かもカントル・ベルンシュタインの定理にしても対角線論法による議論にしても，
本書には怪しげな証明もどきまで書いてあるので，この (怪しげな) 証明が正しい
ものなら選択公理が用いられていないことは，それから明らかなはずなのです．こ
こでもやはりこの著者はどこまで分って (つまりどこまで分らないで) 書いている
のかは全く謎です[註 38] ．
実は，この少し前には，

「二つの無限集合の大きさを比べたことがありましたよね。A と B の大きさ
を比べたいとき、それぞれから元を一つずつ取ってきてカップルを作っていっ
て、どちらかを使いきるまでカップルを作り続けるわけです。これを具体的に
どうやるか、というと、まず A から元を一つ、B から元を一つ、それぞれ取っ
てきてカップルにします。カップルになったのを取り除いて、それで両方とも
残っていれば、また A から一つ B から一つ 2番目の元を取ってきて、カップ
ルにします。以下、3番目、4番目と、どちらかを使いきらない限り、元を取り
続けて、カップルにしていくことができるので、A と B が無限集合ならば、無
限個のカップルができます。普通の帰納法だと、これで終りなんですね。もし
これをやり終ったあとで、まだ両者無限個残っていたら、お手上げです」

(無限のスーパーレッスン，p.200)

云々と書いてあって，集合の大小を比べるには，超限回の取りつくしの議論をして
みるしかない，と勘違いしたことが，上の p.201の文章の「選択公理なしでは無限
の大小が比べられなくなる」という表明につながっているのではないかと想像でき

[註 37] [13] では，カントル・ベルンシュタインの定理 ([13] の定理 2.33) に対して，選択公理を用いる
(短い) 証明と，選択公理を用いない (その分だけ少し長くて煩雑なものになっている) 証明の両方
が与えられています．

[註 38] というより，これは意地悪すぎる言い方になってしまうかもしれませんが，むしろ，そもそも
彼が将来何かを分るチャンスを持っているのか，そうでないのかも，謎であるようにも思えます．
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ます．しかし，これが正しくないことは，次のような状況を考えてみるとわかりま
す: 今，選択公理が成り立たないとして，更に R に整列順序が入らないということ
を仮定してみましょう ( ZF 集合論が矛盾しないなら，ZF 集合論にこの命題を付
加したものも矛盾しないことが知られています[註 39] )．このときには，R の部分集
合の全体 (つまり R の冪集合) P(R) にも整列順序は入らないことになります (も
し P(R) に整列順序が入ったとすると，それをX = {{r} : r ∈ R} に制限したも
のも整列順序になりますが，X と R の間には自然な全単射が定義できるので，こ
のことから R にも整列順序を入れることができてしまいます)．一方，直前の ( )

内での議論から，R からP(R) への自然な単射が作れることがわかりますが，一般
化された対角線論法の議論 (本書の pp.92-97) からは，P(R) から R への単射は存
在しないことがわかるので，R より P(R) のサイズの方が大きいことがわかりま
す[註 40] ．
ただし，p.201からの引用でも分るように，著者は選択公理が成り立たないとカ

ントル・ベルンシュタインの定理も対角線論法の議論も成り立たないと思い込んで

[註 39] 証明は，たとえば 田中 [54] の第 4章や Jech [38] の Chapter 5 をご覧ください．[43] には，こ
の命題の別証明が VII章の演習問題 (E4) として出ています．
ちなみに，ここでは，「選択公理が成り立つなら，R 上に整列順序が存在する」あるいはもっと

一般的には，「選択公理は，すべての集合上に整列順序が存在する，ということと同値である」と
いう命題が ZF で成り立つ，という事実を既知として議論していますが，この事実を聞きかじって
いたことが，5ページで引用した本書 p.164 での著者の勘違いの原因かもしれません．超限帰納法
は整列順序の上での帰納法ですが，整列順序を持つ集合自身は (後でクラスについての節で説明す
るような意味で，互いに順序型の異なるものが class many に)存在します．このことは ZF で証明
できるので，超限帰納法は，既に Cantor- Bendixson の定理 (8を参照) の証明で見たような応用が
(AC の仮定なしに) 可能です．一方，例えば，R 上の整列順序を一つ固定して，この整列順序に関
する超限帰納法の議論を行おうとするときには，そのような整列順序の存在の保証が必要となり，
そのためには，選択公理のような ZF からは帰結できない公理の仮定が必要になるわけです．

[註 40] 選択公理を用いない数学の議論では，通常の選択公理を用いる議論では同値となる命題が，必
ずしも同値になるとは限らないため，様々な概念の定義を，選択公理のもとでは互いに同値な定義
となっているもののうちのどれとして固定するかを選ばなくてはいけなくなることが頻繁に起こり
ます．
ここでも，集合 X より，集合 Y の方がサイズが大きいということを X から Y への単射が存

在するが，Y から X への単射は存在しないこと，として定義しています．これは，言葉を変えれ
ば， X は Y に 1対 1に埋め込めるが， Y は X には 1対 1には埋め込めない，ということですか
ら，1対 1対応で集合の大きさを測るという考え方による集合の大きさの概念の自然な実現となっ
ていることが分ります．
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いるようなので[註 41] ，自分で類似の例を思いうかべて考え違いの軌道修正をする
のは難しかったかもしれません．
上の p.201の文章を直すとすると，

(10) 選択公理なしでは， 基数で大きさの測れない集合が必ず存在することに
なってしまい[註 43] ，集合のサイズの比較のできない場合[註 44] が出てくる
可能性もあります．

とでもするべきでしょうか．今この文章を書いていて，「すべての集合のサイズの
比較ができるのなら選択公理が成り立つか？」という疑問が湧いてきました．し
かし，ちょっと考えると，すべての集合のサイズの比較ができることは，選択公理
と同値になることが分ります[註 45] ．次の定理の証明では，順序数は，普通の定義

[註 41] 本書の pp.230-231 には，定理の説明のようなものは，選択公理を用いないカントル・ベルン
シュタイの証明に基いているように思われるので，この著者が，それを選択公理なしでは駄目になっ
てしまう，と信じている，ということは，(超限的でない) 数学的帰納法も選択公理なしでは成立し
ない，と思っている，ということなのでしょうか？ しかし，そんな勘違いを放置してしまう人が数
学者でありえるのだとすると，これ自身，驚くべき奇跡，あるいはむしろ数学のパラドックスであ
るように思えます[註 42] ．

[註 42] 藤田博司さんは twitter で，この著者について，「木村俊一先生のようないたってマトモな数学
者が、講談社というきわめてマトモな出版社から出した本に、そういうことが堂々と書いてあるん
だから、問題の根は深いです。」と書いていますが，この「マトモな数学者」や「マトモな出版社」
というのは本当にマトモなんだろうか，というのは，少なくとも私にとっては，その答如何によっ
ては日本文化を捨てる (勿論これは日本語では本や論文，論説などを発表することは金輪際しない
ことにする，ということを含んでいます) 決心を本当にしなくてはいけなくなるかもしれないとこ
ろの，なんとしてもはっきりさせたい非常に重要な問題です．ちなみに，私の知的活動は，たとえ
ば Stefan Zweig がドイツ語に対してそうだったようには，日本語に絶対的に依存してはいないと
思うので，仮に私が日本語をこのような意味で捨てたとしても，自殺に追い詰められることはない
だろうと思っています．

[註 43] 上にも書いたように，選択公理は，「すべての集合に整列順序を入れることができる」という主
張と同値になりますが，基数は整列順序の特別な場合なので，基数で大きさが測れる (つまりある
基数との間に全単射の存在する) 集合には，当然 (その基数の順序のコピーとしての) 整列順序を入
れることができます．

[註 44] [註 40]から，集合のサイズの比較のできない場合，とは，2つの集合 X, Y で X から Y への
単射も Y から X への単射も存在しないようなものがあることです．

[註 45] これを書いたとき，この主張は，当然昔に誰かが証明している事実だろうと思っていたのです
が，案の定，以下の定理は，ハルトークスの 1915年の論文 [31] に出ているものでした．また，この
定理の前提「すべての集合 X, Y に対し，X から Y への単射が存在するか，または Y から X の
単射が存在するかの少なくとも片方が成り立つ」は「カントルの三分律 (law of trichotomy)」と呼
ばれているようです．これがなぜ二分律でなく三分律なのかは，次の [註 46]を見ると分かります．
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(von Neumann による定義) により導入されているものとします．特に，各々の順
序数は，それより小さい順序数の全体からなる集合となっています．

定理 3 「すべての集合のサイズの比較ができる」という主張は (集合論の選択公
理以外の公理の上で) 選択公理と同値である．

証明．[註 40]で書いたように，「すべての集合のサイズの比較ができる」というの
は，すべての集合 X, Y に対し，X から Y への単射が存在するか，または Y か
ら X の単射が存在するかの少なくとも片方が成り立つことである[註 46] ．
選択公理が成り立てば，もちろんすべての集合のサイズは比較可能である．Zer-

melo 集合論 Z でこれを見るには，次のような議論をすればよい: 2つの集合 X, Y

が与えられたとき，整列定理により，X 上の整列順序 <X と Y 上の整列順序 <Y が
とれる．整列順序に関しては，最小元どうし，互いの最小元を除いたものの最小元
どうし，... という対応を再帰的に作ってゆくことができるので，〈X,<X〉, 〈Y,<Y 〉
のどちらかの，もう一方の始片への順序を保存する埋め込みが得られる[註 47] ．特
にこの埋め込みは X , Y のうちの片方からもう片方への単射になっている [註 48] ．
逆に「すべての集合のサイズの比較ができる」という主張から，選択公理が証

明できることを示す．もちろん，この証明は，選択公理以外の集合論の公理のみを
前提として行なわなくてはならない．この証明のために先ず，次の Claim を示し
ておく (もちろん，この Claim も選択公理を用いずに証明する必要がある).

次の Claim 3.1は ZF で成り立つ命題である．これが Z で証明できないだけで
なく，ZC (ツェルメロの集合論に選択公理を加えたもの) ででも証明できないこと

[註 46] 両方の単射が存在するときには，カントル・ベルンシュタインの定理により，X から Y への
全単射が存在して，X と Y は (通常の意味で) サイズが同じである，ということが結論づけられま
す．

[註 47] vX が X 上の全順序集合のとき，S ⊆ X が，X の (vX に関する) 始片である，とは，S が，
X の中に，“小さい順に隙間なくつまっている” ことを言います．つまり，すべての x ∈ X に対し
て，x vX y となる y ∈ S が存在するときには，x ∈ S となる，という性質が成り立つこととしま
す．

[註 48] この，それまでに対応づけられていないもののうちの最小なもの同士を対応づける，という埋
め込みの部分的の拡張の仕方の一意性 (この拡張しかあり得ないこと) から，このようにして得ら
れる埋め込みは一意に定まることがわかる．この事実は，p.21～ で定理の別証明を与えるときに
重要な役割を果たすことになる．また，拡張の仕方の一意性により，この埋め込みの構成では選択
公理は必要にならないことにも注意しておく．
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は，ZF の無矛盾性を仮定すると (比較的) 容易に示せる[註 49] ．

Claim 3.1 任意の集合 X をとると，X への単射の存在しないような順序数 κ が
存在する．

`
(11) A = {α ∈ On : α から X への単射が存在する }

は集合になる[註 51] ．これを見るには，各 Y ⊆ X に対し，

(12) AY = {α ∈ On : α から Y への全単射が存在する }

が集合になることを示しておき，[註 52]

(13) A =
∪
{AY : Y ∈ P(X)}

に留意すればよい[註 53] ．
したがって，κ =

∪
{α + 1 : α ∈ A} として順序数 κ が定義できるが，κ は求

めるようなものである．もし，κ ∈ A とすると，κ の定義から κ ≧ κ+ 1 となって
しまい矛盾するからである． a (Claim 3.1)

κ を上の Claim でのようにとると，仮定から κ と X は比較可能なので，X か
ら κ への単射 f : X → κ が存在しなくてはならないが，x, y ∈ X に対し，

(14) x ≦X y ⇔ f(x) ≤ f(y)

[註 49] ZF の無矛盾性から ZFC の無矛盾性が導けるので，ZFC で議論することにする．Vω1
は ZC の

モデルになるが [註 50] (これが言えるために ZFC で議論していることが必要になる!)，Vω1 では非
可算な順序数は存在しないので，Vω1 では，任意の無限集合 X に対し，すべての順序数が X に埋
め込める．

[註 50] ω1 で (ZF ではその存在の証明できる) 最初の非可算な順序数をあらわす．次の [註 51]でと同
じく，On で順序数の全体をあらわすことにして，α ∈ On に対し，V0 = ∅, Vα+1 = P(Vα), γ が極限
順序数のときには，Vγ =

∪
α<γ Vα として，集合の列 Vα, α ∈ On を定義すると (このような定義が

可能なことは順序数の基礎理論から導かれる) この列は ⊆ に関して上昇列となり，V =
∪

α∈On Vα

が成り立つ．集合の列 Vα, α ∈ On は累積的階層，あるいはフォン・ノイマン階層とよばれる．こ
こでの Vω1

はこの階層での ω1 番目の集合である．
[註 51] On で順序数の全体からなるクラスを表しています．以下の第 3節に，本書の p.163に書いて
あることにもかかわらず，このようなクラスの考察はできる，ということの説明があります．

[註 52] このことは，Y への全単射の存在するような順序数の順序型は，P(Y 2) の要素で一意コードで
きること，したがって，そのようなコードの全体が P(Y 2) の部分集合になることから導けます．

[註 53] {AY : Y ∈ P(X)} が集合になる，というところで，置換公理が使われていることに注意して
おきます．
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とすることで X の上の整列順序 ≦X が定義できる．このことから，すべての集合
に整列順序を入れられることが示せたが，この主張は選択公理と同値である ((2)

と [註 13]を参照)． (定理 3)

上の定理から，(10) で書いた本書 p.201の文章の訂正例は，更に，
(15) 選択公理なしでは，基数で大きさの測れない集合が必ず存在し，集合のサ

イズの比較のできない場合も必ず出てきます
とでも書き直すべきだ，ということがわかります．
上の定理に関しては，実は，もう一つ，非常に興味深いことがあります．整列

定理やツォルンの補題など，選択公理を特徴付ける性質の多くは，それらの選択公
理との同値性がツェルメロの集合論 (置換公理と基礎の公理を含まない公理系) で
証明できるのですが，最近に得られた同値命題，たとえば，すぐ後で触れる「任意
の係数体上の線型空間に基底が存在する」という命題など，選択公理との同値性の
証明のために，ツェルメロ=フレンケルの集合論が必要になるように思える命題が
あります．これらのより複雑な同値命題は，比較的最近のもののことが多いのです
が (線型空間に関する命題は 1984年に発表された Andreas Blass の結果です) 上の
定理 3も，上でも述べたように，その証明は (基数の理論を十分に展開することの
できない) ツェルメロの集合論では実行できないものになっています．Hartogs の
論文は 1915年で ツェルメロ=フレンケルの集合論の公理系が確立するのは，1920

年より後のことなので，Hartogs は (そしてもちろんカントルも) 公理的な枠組が
まだ確立されていない集合論で結果を得ていることになります．定理 3の命題は非
常に単純な形をしているので，これの選択公理との同値性がツェルメロの集合論で
は証明できないことが示せるなら，ツェルメロの集合論で展開できる数学に関す
る議論にとって非常に重要な結果となると思うのですが，少なくとも今のところ
私が分っているのは，考えつく証明は上で示したものを含めてすべてツェルメロ=

フレンケルの集合論の公理系でのものになっている，ということだけです．修士論
文 (同値性がツェルメロの集合論で示せた場合) か場合によっては博士論文 (同値
性がツェルメロの集合論で示せないことが証明できた場合) のテーマにはなると思
うのですが，誰か考えてみてもらえないでしょうか? この文章の 2020年 05

月 15日 (16:40 JST) 版以前の版ではこのように書いていたのですが，Hartogs の
定理は，次の (Z で証明できる) 補題 4を，上での Claim 3.1 の代りに用いると，Z

で示せることに，気がつきました．この補題が Z で証明できることをきちんと示
すのには，以下で見るようなトリックが必要になるので，当時，集合論での，関数
の扱いがまだうまく確立していなかったことを考えると，Hartogs の論文で，この
へんの議論が，最後まで，詰められてはいなかった可能性も低くないように思えた
のですが，[49] によると，Hartogs は，Zermelo の公理系で厳密に議論をしている

20



最初の一人である，ということで，整列順序集合を使う議論も Hartogs の論文で
採用されているようです．

S = 〈OS ,≤S〉, T = 〈OT ,≤T 〉 を整列順序とするとき，S ≤ T を，順序を保存
する埋め込み i : OS → OT で，OS の i による像 i ′′OS が，OT の始片となってい
るようなものが存在すること[註 54] ，とする．このような i は存在すれば一意であ
ることが (S 上の) 超限帰納法により示せるから，これを iS,T とあらわすことに
する (この一意性により選択公理を回避する)．任意の整列順序集合 S, T に対し，
S ≤ T か T ≤ S の少なくとも片方は成りたつ [註 55] ．

補題 4 (Z) X を，要素が整列順序集合であるような集合とすると，整列順序集合
S で，すべての T ∈ X に対し，T ≤ S となるようなものが存在する．

証明．各 T ∈ X は，T = 〈OT ,≤T 〉 という形をしているものとする．∞ を，∪
T ∈X OT に含まれない新しい集合とする (このようなものが存在することは V =

{x : x = x} が集合でない[註 56] ことからよい)．
各 T ∈ X に対し， T ′ = 〈OT ∪ {∞},≤′

T 〉 とする．ただし，≤′
T は， ≤T を

拡張して，∞ を OT のすべての OT の要素の上に置くような，整列順序とする．
O′

T = OT ∪ {∞} とする．

OS = {f ∈
∏

T ∈X O
′
T : T0, T1 ∈ X, T0 ≤ T1 で f(T0) ∈ OT0 なら

f(T1) = iT0,T1(f(T0)), T0, T1 ∈ X, T0 ≤ T1 で
f(T1) 6∈ iT0,T1

′′OT0 なら f(T0) = ∞}

とする．
≤S を OS の要素の間の，coordinatewise comparison (添字ごとの比較による順

序) とすると，S = 〈OS ,≤S〉 は，求めるような性質を持つものになっている (演
習)． (補題 4)

定理 3の Z での証明: 定理の証明の “⇐” 方向は既に Z での証明が得られていた
ので，“⇒” 方向を示せばよい．このためには，すべての集合上に整列順序が存在
することを言えばよい．S を任意の集合とするとき，

X = {T : T = 〈OT ,≤T 〉 は整列順序集合で OT ⊆ S}

[註 54] “始片”という用語については，[註 47]を参照してください．
[註 55] ここで述べたことの証明のスケッチは，[註 48]と，その前後を参照してください．
[註 56] V が集合でないことの証明は，このテキストの p.38を参照．
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として，S をこの X に対して補題 4でのようにとる．S = 〈OS ,≤S〉 とする．仮定
から，OS から S への単射が存在するか，S から OS への単射が存在するかの少な
くとも片方は成り立つ．もし，OS から S への単射 i が存在すれば，i は上射であ
る: もし i が上射でなければ，a∗ ∈ S \ i ′′OS がとれるが，O∗ = (i ′′OS) ∪ {a∗} と
して，O∗ 上の順序 v を，a, b ∈ S に対し，

a v b :⇔ b = a∗ または，a = i(a′), b = i(b′) で，a′ ≤S b
′

として定義すると，v は O∗ 上の整列順序となるから，〈O∗,v〉 ∈ X で，v の構成
から，S < 〈O∗,v〉 となる．しかしこれは，S の定義に矛盾である．
したがって，この場合には，S の順序を，S 上にコピーすることができるから，

S は，整列可能である．
もし，OS から S への単射が，存在しなければ，S から OS への単射 j が存在

するが，このときには，S 上の順序 v を，a, b ∈ S に対し，

a v b :⇔ j(a) ≤S j(b)

により定義すると，v は S 上の整列順序となる．したがって，いずれの場合にも，
S 上に，整列順序が存在することが，示せた． (定理 3)

というわけで，上でひょっとしたら最低でも修士論文にはなるかもしれない，
と言っていた問題は，比較的簡単に解決することが分ってしまい，その種明かしも
してしまったわけなのですが，このあたりのことを，きちんと見通しよく纒められ
れば，これは良い卒論にはなると思います．
選択公理に関する研究では，1960年代から 1970年代初めくらいまでに，すぐ

に思いつくような問題，あるいは，「門外漢」の人にも，その意味が比較的簡単に
説明できるような問題は，あらかた解決されてしまっていますが，それでも，その
後も，新しい結果は得られ続けていますし，その中には，「門外漢」の人にも，そ
の意味が説明できそうなものもあります．たとえば，「任意の体上のすべての線型
空間に基底が存在する」という命題が，集合論の他の公理上で，選択公理と同値に
なる，という Andreas Blass の結果は Jech [38] の出版よりずっと後の 1984年に発
表されています (Blass [4])[註 57] ．
また，最近では集合論のコア・プロブレムとの関連で，選択公理の成り立たない

集合論のモデル上の強制法などが取り上げられることもあり，古典的な結果とは別
[註 57] 一つの例だけではあまりにも単発的に思えるかもしれないので，あと 2つほど比較的最近得ら
れた結果を，説明ぬきで挙げておきます．既に本文でも触れた Miller の結果は，「門外漢の人にも比
較的簡単に説明できる」とは言えないかもしれませんが:「すべての可換な単位環は極大イデアルを
持つ」という命題は選択公理と同値である (W.Hodges, 1979 [36]), 強制法の理論での Maximality

Principle が成立することと選択公理は同値である (A. Miller 2011 [46]).
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の観点から選択公理の成立しない集合論が議論されることも稀ではありませんし，
それに伴って，上や本書で議論されているようなものとは異る新しいタイプの結果
も出てくるようにもなってきています[註 58] ．選択公理の数学での位置付けに関し
ては，本節の最後で再度議論することにします．
ところで，この本の著者は，選択公理が成り立たない場合に，更に色々な異る

状況が起こり得る，ということを理解していない可能性があります．たとえばそ
れは，

選択公理を否定すると、すべての図形に体積が定義できるんだ、ということを
聞いたことがあります。

(無限のスーパーレッスン，p.203)

というような表明に示唆されているように思えます。
幾何で，平行線公理が成り立たない状況では，その中で更に色々と異る幾何の

モデルが成立する可能性があるわけですが，この人はこちらの方は，ちゃんと理解
しているのかどうか，というのはぜひ知りたいところです．もし，幾何の方はちゃ
んと理解していて，選択公理の否定では不思議な考えちがいをしているとするとそ
の違いはどこから来ているのでしょうか？ とはいっても幾何学での状況は集合論
でとは少し異るところもあって，そのことが，理解を妨げているかもしれません．
ユークリッド幾何では，公理的に議論する場合でも，通常はヒルベルトの公理

系のように，それだけで閉じておらず，無限論理や高階論理でしか記述できないよ
うな公理を含むカッコつきの公理系が考えられていて，それらの述語論理の記述力
を越えた公理たちは，集合論の中でのスタンダードな解釈で考察されることになる
ので，公理的な扱いとしては徹底していないからです．[註 59] 平行線公理の否定も，
だから，モデルを考えるということになり，公理系の拡張という観点からは考察さ
れることはないと思います．

[註 58] たとえば [註 27] を参照してください．
[註 59] 一方，一階の述語論理で記述できる集合論的な概念を全く持ちこまない初等的な平面幾何学に
限定して考えると，これは，たとえばタルスキーによって記述された体系の中で展開できて，しか
も，このタルスキーの公理系は完全にもなることが証明されています (Wikipedia の項目 [58] はよ
くまとまった説明になっています)．このことは日本では一般の数学者にはほとんど知られていな
いようです．
これは既にどこかに書いたことがありますが，昔，北海道に住んでいた頃，亡くなる少し前に客

員研究者として北見に滞在されていた故 Peter Slodowy 先生に，この初等幾何についての話をした
ところ，即座に「ああタルスキーのあれね」という反応が返ってきて驚いたことがありました (日
本語で話していたわけではなく，ドイツ語の会話だったのですが)．だからここで書いた「日本で
は」という但し書きは，飾りではなくて本当に日本だけの特殊事情を言っているのかもしれません．
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幾何学ではモデルを集合論の中で考えるということができるわけですが，集合
論では，集合論のモデルを集合論自身の中で考えるという議論は，厳密に言うと，
実際には，一種の「だまし」にすぎず，非ユークリッド幾何学のモデルを集合論の
中で考えるようには集合論のモデルが集合論の中で考察できるわけでなくて，モデ
ルについて議論しているようなふりをしていても実際には，公理系の体系の拡張に
ついて (その体系の解釈を介さずに) 議論していることになっているのです．
ちなみに，自然に予想できるように，「すべての図形に体積が定義できる」とい

う主張の真偽も，単に選択公理を否定しただけでは決定できません．
ソロベイ (Solovay) は 1971年の論文で

(16) 集合論の公理系に到達不可能基数の存在の主張を付加して得られる公理系
が矛盾しないなら，選択公理を除いた集合論の公理系に「すべての図形に
体積 (Lebesgue 測度) が定義できる」という主張と (従属選択公理 Axiom

of Dependent Choice) と呼ばれる弱い選択公理を付け加えた体系も矛盾
しない

ことを証明しています．また，シュタインハウス[註 60] とミチェルスキは 1962年の
論文で，現在では決定性の公理 (Axiom of Diterminacy (AD)) と呼ばれている公
理 (と選択公理以外の集合論の公理) から，すべての図形に体積が定義できること
を証明しています．この公理関しては，1990年代以降に大きな研究の進展があっ
たのですが，それについては，たとえば Kanamori [39] をご覧ください．
一方，ヴィタリによる非可測集合の構成法を思い出してみると，R が整列可能

なら，ヴィタリが構成したような非可測集合が作れることがわかります．集合論の
公理系が無矛盾なら，選択公理を集合論の公理から除いたものに，選択公理の否定
と R の整列可能性の主張を加えた体系も無矛盾であることが示せます (例えば，前
出の Kunen [43] の VII章の演習問題 (E4) の変形でこれが示せます[註 61] )． この
体系では，選択公理は成り立たないけれど，非可測集合は存在します．
上で引用した「ベルンシュタインやカントル …」の表明のすぐ後には、

[註 60] シュタインハウスはバナッハの先生だった人です．
[註 61] 以下は集合論を知っている人のためのコメンントです: V = L を仮定して，V で G を
Fn(ℵ2, 2, <ℵ1)-generic filter とします．このとき，L(P(ω1)) を V [G] で考えると，RL(P(ω1)) = RL

は整列可能だが，選択公理は L(P(ω1)) では成り立たないことが，Kunen [43] の演習問題 (E1) ∼
(E4) と同様に示せます．
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ところが、バナッハという数学者とタルスキという数学者が、この公理はあま
りに強力だから、ちょっとまずいんじゃないか、ということを言いだしました。

(無限のスーパーレッスン，p.201)

とありますが，これは史実の曲解であるように思えます[註 62] ．これについては他
にも似たようなことを言う人が少なからずいます．それについての苦言を

https://fuchino.ddo.jp/barcelona.html#08.04.27

に書いたことがありました．ここではこれを繰り返すことは避けることにして，上
の URL の方を参照していただきたいと思います．
このちょっと先のところで，

… 今ではバナッハ・タルスキのパラドックスは厳密に証明された定理である、
と考えられています」 (無限のスーパーレッスン，p.202)

とありますが，これにはちょっと参りました．「…、と考えられています」と書いて
いるということは，この著者はバナッハ・タルスキの定理の証明も理解できていな
い，というか，理解できたという錯覚すら抱いていない，ということなんでしょう
か？ もちろん私だって，フェルマーの大定理の証明をちゃんと理解していないの
に，[16] では，偉そうに「フェルマーの大定理とは…」なんて一席ぶっちゃったり
しているので，人のことを言えたぎりではない，と言われてしまうかもしれません
が，フェルマーの大定理の証明を理解するには，証明の本質的な部分の理解のため
だけでも，多分計 400ページ以上文献を読み込まなくてはいけないでしょう．これ
に対して，バナッハ・タルスキの定理の証明は，理解するために読まなくてはいけ
ないのは，高々 10ページくらいのものです．難しさの規模が全く違います[註 63] ．
それは別としても，自分がちゃんと理解していないものを，「と考えられています」
といって，いかにも胡散くさいのは自分ではなくてバナッハ・タルスキの定理の方
だ，みたいな言い方をするのはやめてほしいものです．

[註 62] バナッハ・タルスキーの定理は，球体をうまく有限個に分割すると，分割されたピースを回転
したり平行移動したりて組み直すことで (拡大縮小はしない！)，同じ直径の 2つの球体を得ること
ができる，ということを主張するものです．

[註 63] 1998年に「八ヶ岳フレッシュマンセミナー」の最終回での講師の 1人として学部生のセミナー
を指導したときには，このバナッハ・タルスキの定理をテーマとして取り上げましたが，このとき
のセミナーの参加者は全員この定理の証明を理解してくれたと思います．なおこのときに自作した
バナッハ・タルスキの定理の証明を含むテキストが [12] にあります．
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なぜバナッハ・タルスキの定理が逆理でなく，選択公理の問題点を提示してい
るものでもないのか，ということについても上記の URL の文書で論じています
が[註 64] ，要点は，このバナッハ・タルスキの定理が述べている球体の有限分割が物
理的に実現可能である，とはどこにも述べられていないことにあります．数学は，
物理現象のモデルとして使えるような実数体を用意していますが，それは数学的な
理想化のされた対象で，たとえば，R3 での直線や平面 (一次方程式 (や連立方程式
{x = a, y = b} など) の解として得られる R3 の部分集合) だって，厳密に言えば物
理的な対応物は存在しないことを思い出してみれば，数学が物理現象に対応しない
ようなオブジェクトも含めて議論をしているため，物理的な近似の存在しないよう
な定理も成り立っている，ということ自体は何のパラドックスでもないことが納得
できると思います．ただし，バナッハ・タルスキーの定理に物理的な近似が絶対に
ない，とも限らないかもしれなくて，それに関連するかもしれない，と思える内容
を持つ研究もあることは言い添えておく必要があるでしょう[註 65] ．
上では，「数学が物理現象に対応しないようなオブジェクトも含めて議論をしれ

いるので」と書きましたが，これは「数学が現̇行̇の̇物̇理̇学̇で̇説̇明̇さ̇れ̇て̇い̇る̇よ̇う̇な̇
物理現象に対応しないようなオブジェクトも含めて議論をしれいるので」というこ
とで，「数学が未̇来̇の̇物̇理̇学̇に̇も̇対̇応̇で̇き̇る̇」ためには，そのような一般性は，必
須ですらある，と言うべきでしょう．
数学は，物理学を含む現在の科学に応用できればいい，というものではなくて，

どのような科学の発展が未来にあっても，未来の科学での基礎として用をなすよう
な体系を提供する一般性を持つものでなくてはならないでしょう．バナッハ・タル
スキの定理が物理的に実現可能であるとは限らない球体の有限分割について議論し
ていることは，この意味での数学の一般性に属すことがらとして自然なことと言え
ると思います．
ついでに言えば，現在日本では「何も (金儲けの足しになるような) 応用がな

い」，ということで，科学研究を安易に批判する，ということがよく行なわれます
が[註 66] ，応用があるかどうか，という価値判定の基準は認めるとしても，「現̇在̇応
用がない」は批判としてはおそまつ，としか言いようがないでしょう．数学の歴史

[註 64] バナッハ・タルスキの定理は，集合論をよく知らない人が，選択公理が直観に反する例として
安易に挙げることの多い定理ですが，選択公理の否定も，直観に反する結論を否定できないことが
多いことは，同様に指摘するべきでしょう．たとえば [註 20]を参照．これは，選択公理が直観に反
する，というより我々の直観が集合論的な状況に対してまだ十分に研ぎ澄まされていないのだ，と
理解すべきなのだと思います．

[註 65] たとえば，ホログラムのように，ナイーヴな数学的な直観からは不可能に思えることが，物理
的に可能になるということだって有り得ることに注意してください．

[註 66] この状況は第三帝国の統治下の国や戦時中の日本の状況と類似のものに思われます．
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を思い出してみれば分るように，ある時点で全く他の学問と関連のない思考のゲー
ムにすぎないように見えていた研究が，後になって思いもよらなかった応用を見出
し，人類の文化に大きな影響を及ぼす，という展開が何度も起っているからです．
しかも，これは数学では特に顕著ですが，別に数学に限ったことではないでしょ
う．「現在応用がないからだめだ」というのは，「欲しがりません勝つまでは」とい
うのとどっちこっちな近視眼的な価値判断でしかないと言わざるを得ないものに思
えます．
マルティン・ルター (1483–1546) が言ったと言われていて，寺田寅彦が言った

と言われている「災害は忘れたころにやってくる」と同じように，本当のところは
誰が言ったのかよく分っていないらしい，「明日世界が滅ぶことが分っていたとし
ても私は今日林檎の木を植えるだろう」というのがありますが，明日日本が滅ぶこ
とが分っていたとしても日本の “科学技術”行政が今日の純粋 (精神&自然) 科学を
サポートしてくれる，ということなら頼もしいのにな，とつくづく思います．
このバナッハ・タルスキーの定理でもそうですが，『無限のスーパーレッスン』

では「無限を考えるとこんな不思議なことが出てくる」ということを，「数学は門
外漢」の読者に一生懸命訴えようとしているように思われます[註 67] ．これに，読
者受けのする売れる本を書かなくてはいけない，というバイアスがかかった結果，
自分でよく分っていないことにつて，自分でよく分っていない，という自覚もなし
に[註 68] 色々とオカルト的な脚色をして書いてしまった[註 69] ，というのが，この本
の成立の過程ではないかと想像します[註 70] ．ブログ作者や twitter の投稿者が半

[註 67] 「数学は門外漢」というのは本書の p.4 に出てくる表現です．
[註 68] 学生の指導をしていると，自分でよく分っていない，という自覚のない状態，というのを観測
しなくてはならなくなる不幸な状況が生じることが少なくないのですが，そのような状況と本書の
著者の状況との間に本質的な違いがあるのか，もしあるとしたらどういうことなのか，ということ
もぜひ本人と直接話してはっきりさせたい事の 1つです．

[註 69] ここでは，私がオカルト的と言っているのは数学の内容についてで，本書で数学的内容の回り
に厚くまぶしてある “お話”の部分の是非について議論しているわけではありません．

[註 70] もちろん，もっと悪意を持ってわざとおかしなことを書いた，という結論も，本書を読んで得ら
れる情報のみをたよりに判断したときにはありえるのでしょうが，私はたまたま本書の著者と (本
書を読んでみる前に) 一度じかに話をしたことがあって，少なくともその時の印象では，ナイーヴな
見縊りのようなものはあるかもしれませんが，邪悪な悪巧みが本人の背後にひそんでいるようには
思えませんでした．ただし本人にその意志があるかどうかは別として，本書に，数学を貶める，と
いう邪悪な効果があることは否めないでしょうし，もし彼にナイーヴな見縊りがあるとすれば (と
いうより，もしそういうものさえ無いのなら，本書の内容は一体何なんでしょう！？)，それは数学
を貶めることには貢献しているはずです．しかも，本書を数学者の肩書きを持った人が書いて，日
本でメージャーな出版社の 1つと考えられている (?) ところから出されてしまった，というのは著
者本人の問題というより，日本文化の大きな欠陥を示している問題の 1つとして見逃せないように
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分無自覚のまま陥ってしまうことの多い悪循環と似たところがあるのではないかと
思います．
選択公理については，本書では全く考察の対象となっていない，次のようなコ

メントも付け足しておきたいと思います．現在の (普通の) 数学では，選択公理は
最初から仮定して議論が進められます．少なくとも，大学の数学科で習う数学で
は，何の断りもなしに選択公理が至る所で使われます．カントル・ベルンシュタイ
ンの定理の例など，選択公理を用いなくても，超限帰納法などの高度な数学の証明
法で色々な定理が得られるということを強調しましたが，逆に選択公理は，学部 1

年生の教養の数学にも既に何か所かで顔を出します．
その一つは，上でも触れた，「全ての線型空間に基底が存在する」，という定理

です．これは線型代数，特に，その応用としての関数解析などでは，不可欠となる
定理です．
もう一つの例としては，微分積分学で習うことになる，次の定理があります ([10],

1.11 節を参照):

定理 5 任意の関数 f : R → R と a ∈ R に対し，以下は同値である:

(17) r0 = limx→a f(x) が存在する．
(18) ある r1 ∈ R に対し，すべての，a に収束する実数列 〈xn : n ∈ N〉 に対

し[註 71] ，limn→∞ f(xn) = r1 が成り立つ．

更に，上の (17) (かつ／または (18)) が成り立つときには，r0 と r1 は，一致する．

上の定理では，選択公理はフルパワーでは必要となりませんが，この定理 (定理 5)

と， (空集合でない) 実数の集合たちの可算族に制限した選択公理が，同値になる
ことが，シェルピンスキーにより証明されています (これについても，[10] の 1.11

を参照)．この制限した形の選択公理も，通常の集合論の公理系からは証明できな
いことが知られています．
直接技術的に必要，というわけではないけれど，高校数学にも密接に関連する選

択公理の影響として，指数関数の特徴付けを挙げることができます．実数 a, a > 0,

a 6= 1 に対する関数 f : R 3 r 7→ ar は，

f は連続で，f(1) = a, すべての x, y ∈ R に対し，f(x+ y) = f(x)f(y)

思えます．
[註 71] 解析の教科書では，数列を {xn}, {xn}n∈N などと表わすが，ここでは，集合論で標準的な記法
を用いて 〈xn : n ∈ N〉 という表記を用いている．
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という性質で特徴付けできることは，広く知られていますが，この特徴付けで，「f
が連続である」という条件が本当に必要かどうかは，選択公理に依存します．選択
公理を仮定すると，f(1) = a,かつ，すべての x, y ∈ Rに対し，f(x+y) = f(x)f(y)

という条件を満たす関数が 22ℵ0 個存在することが証明できますが，選択公理を採
用せず，上でも既に触れた決定性の公理を数学の公理として採用すると，この数学
体系では，連続性の条件を除いた，他の二つの条件が既に指数関数 r 7→ ar の特徴
付けとなっていることが証明できます．このことの子細は，文献表に URL の挙げ
てある，[8] の拡張版に詳しく書いてあります．
数学の基礎付けなどをあまり気にかけない大多数の数学者にとって，数学理論

の構築に際して選択公理を仮定することは，プラグマティズムにすぎないことが多
いのではないかと思いますが，では，選択公理を仮定することに，プラグマティズ
ム以上の理由付けが存在しないのか，というと，これはそうでなくて，以下のよう
な議論が可能です．
まず第一に，選択公理を仮定しない数学が矛盾しないなら，選択公理を仮定し

た数学も矛盾しない，というゲーデルの (1930年代末に得られた) 結果をその論拠
として挙げることができます．ここで，「選択公理を仮定しない数学が矛盾しない
なら」とわざわざ断ったのは，後述の (これもゲーデルによる) 不完全性定理に起
因する事情が背景にあります．雑な言い方にはなってしまいますが，この結果は，
選択公理をエキストラに仮定して議論しても，それを仮定しない議論では起りえな
い矛盾が数学的議論の中に紛れ込んでしまうことはない，ということを保証してい
るものです．
しかし，実は，コーエンによって 1960年代に得られた結果から，同様の主張

は，選択公理の否定に対しても成り立つので，これだけでは，なぜ，選択公理を，
その否定より贔屓するのか，ということの説明にはなっていません．
次の 2つの議論は，選択公理を仮定した数学をデフォルトの数学とすることの

正当性の理由付けになっている，と考えることができます．
(1) 上で触れたゲーデルの結果は，超限帰納法を認めた上で，構成的に得られ

る集合だけからなる世界 (L と表わされることの多い，ゲーデルの構成可能集合
の universe) を構築すると，そこでは選択公理を含めた集合論での公理がすべて成
り立つことを証明することで得られています．そのようにして構成された 「世界
(universe)」は，「できるだけ構成的な手法だけに限って数学理論を展開する」とい
う，構成主義と呼ばれることもある数学思想と (ある程度)整合性を持つものとなっ
ています．

(2) 逆に，考えられるような集合で，矛盾を導かないものはすべて存在するこ
とを仮定する，というカントルの立場 (カントルのパラダイス) を継承したとき，
選択公理を含めた集合論の公理系に，非常に大きな巨大基数の存在を加えて得られ
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る体系を集合論の究極の公理系の候補の一つと考える，という方針が自然に思え
ます[註 72] ．このような体系では，L で具体的に与えられた比較的小さな posets や
その冪集合は，universe V から見たときに可算になるため，それらの poset 上の
generic filter が (V で) 存在します．したがって，現在知られている ZF + ¬AC の
モデルのほとんどすべてが，universe V の内部モデルとして得られることになりま
す．また，上でも既に触れた Axiom of Determinacy については，カノニカルな内
部モデル L(R) (実数の全体の存在を仮定して上で行ったようなゲーデルの集合の
超限帰納法的構成により得られる集合の全体) で成り立つことが，この体系で証明
できるようになります (これは，24ページで，「1990年代以降に大きな研究の進展
があった」と書いた，その研究の進展で分ったことの一つです)．
このことは，選択公理の成り立たないものも含めて，Zや，ZFの拡張となって

いる様々なシナリオで展開できる数学が，このような，選択公理と巨大基数の存在
公理を含む公理系を満たす数学の universe の中で，統合的に，そこでの内部宇宙
での理論として展開できることを意味します．特に，選択公理が成り立たない様々
な世界での数学の研究は，選択公理を仮定する数学の中に，その研究の部分理論と
して，すべて統合されることになるわけです．様々な可能な集合論を (その内部宇
宙の理論として) 統合できる理論を考ようとすると，そのような理論は，自然と，
選択公理と強い巨大基数の存在定理を含むようなものになっている，というそのこ
とが，デフォルトの集合論としては選択公理を集合論の公理として含めた体系を採
用することの，現代の集合論研究から見たときの理由づけになっている，と言って
いいだろうと思います．

2 不完全性定理
前節で，

『無限のスーパーレッスン』では「無限を考えるとこんな不思議なことが出て
くる」ということを，「数学は門外漢」の読者に一生懸命訴えようとしている
ように思われます．これに，読者受けのする売れる本を書かなくてはいけな
い，というバイアスがかかった結果，自分でよく分っていないことにつて，自
分でよく分っていない，という自覚もなしに色々とオカルト的な脚色をして
書いてしまった，というのが，この本の成立の過程ではないかと想像します

と書きましたが (27ページ～)，同じようなモメンタムが，本書の不完全性定理に
関連する部分でも強く働いているように思えます．ただし，不完全性定理に関して

[註 72] ここでは省略しますが，なぜこれが自然な方針に見えるか，ということの理由付けについても
きちんと議論することができます．
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は，本書で著者が何を本当に言いたいと思っているのか，あるいは何を正しく理解
して書いているのか，は更に曖昧で，それだから，日本の政治家が “失言” の批判
をかわすときによくやるのと同じように，上にも既に述べたような，「数学は門外
漢」の人に説明しているので細かいことを省いているのだ，という言い訳で，白を
切りとおせてしまえそうにも思えます．しかし，そのような問題表記の一つ一つで
なく，それら全部を全体の文脈の中で見てみると，本人に悪意があってわざと変な
ことを書いているのでなければ，著者は不完全性定理の本質的な部分を全く理解し
ていない，ことを理解していない，ということが明白になるようにも思えます．
特に，「正しい」，「証明可能である」，といった概念の区別がはっきりついていな

かったり，形式化された数学と超数学の区別が全く欠落していたり，日本語で「有
限の立場」と誤訳されることもある dem finiten Standpunkt[註 73] についての理解
が欠落していること (これは前出の p.185 からの引用文でも既に明らかでしょう)

などが，指摘できます．
以下で，このことの根拠となる『無限のスーパーレッスン』からのいくつかの

箇所について，更にコメントしてみたいと思います．
まず，数学 vs. 超数学に関しては，全体的には有意な区別を全くしていなくて，

その段階で，本書の中の発言が意味のあるものになりようがなくなっているのです
が，全く認識していないか，というとそうでもなくて，たとえば，次のような文章
が見つかります:

「· · · そこでヒルベルトさんは、数学的活動の全体をコピーしたミニチュアを
数学の内部に作りあげて、数学の活動そのものを数学の研究の対象とします」

(無限のスーパーレッスン，p.123)

上の引用で · · · のところには，ラッセルのパラドックスの話があって，それを解
決するためにヒルベルトが云々ということが書いてあって，そのために別の混乱が
起ってしまっているのですが，ここではそのことを問題としているのではないので
省略します．

[註 73] この「有限の立場」という訳語に問題があることは，広島大学 (本書の著者の所属する大学で
す) で開かれた 2014年度数学会での分科会講演 [17] でも言及しました．ドイツ語の finit という
形容詞は英語の finite と同じ意味を持つものではなく，ヒルベルトの用法でも，「有限的」という
意味ではなく「確定的」とでも訳すべき意味が付与されています．もちろん厳格に確定的なら有限
的でもあると言えるのかもしれませんが，両者の関係は

straight-forward

直截的なものではありません．英語では，
“finitary” という造語 (ちなみに，手元の Webster には，この単語の項目はありません) を使って
finitary standpoint と訳されるのですが，かなり頻繁に finite standpoint という誤訳も見受けられ
ます．日本語では，誤訳が定着する，という現象は，1000年以上の伝統があるので，これに一々
目鯨を立てても仕方がなくて，むしろ，日本語を使わないことにするべきなのかもしれませんが，
使っている限りでは，不正を正す努力を怠るわけにもいかないようにも思えます．
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ここで書いてある「数学的活動の全体をコピーしたミニチュアを数学の内部に
作りあげて」というところが後に続く様々のおかしな発言の根源の 1つになってい
るようにも思えます．形式化された数学は，数学活動のミニチュアではなく，でき
あがった数学 (体系) のす̇べ̇て̇です．また，超数学は，それこそミニチュアとして
数学の内部に再現することが研究されてもいますが，もともとの超数学は「数学」
の外側で展開されているものです．
『無限のスーパーレッスン』でよく出てくる怪しげな「例え話」を真似て言え

ば，数学を孫悟空とすると，超数学は御釈迦様です．数学から超数学への視点の移
行は，だから，孫悟空の視点から御釈迦様の視点への移行で，この視点の移行で，
地の果てに建っていた 5本の柱は御釈迦様の手の指であることが見えるようになる
わけですが，これを更に御釈迦様の視点を外側から俯瞰する視点に移ってそこから
見たときに，御釈迦様の内面世界は孫悟空の内面世界のミニチュアだ，と言えるよ
うになるわけではありません．しかも (この例え話を続けることにすると)，無限
の思惟を展開しているのは，御釈迦様の世界観ではなくて，孫悟空の内面世界の方
なわけです．
「すごい不思議に思てたんですけど、正しいて証明できてへんのに、何で正し
いゆうてわかるんでしたっけ？」
「命題 G が正しくなければ、その数学体系に矛盾が起こる、ということを先ほ
ど証明したわけです。 対偶を取ると、数学体系に矛盾がなければ、命題 G は
正しい、ということになります。命題 G、つまり『命題 G には証明がない』が
正しいわけですから、命題 G には証明がありません。あくまでも、その数学体
系が矛盾を含まない、という状況が起きているわけです」

(無限のスーパーレッスン，p.177)

これは「正しい」と「証明できる」の区別の混乱の典型的な例の 1つとなっていま
す．「命題 G が正しくなければ、その数学体系に矛盾が起こる、ということを先ほ
ど証明したわけです。」と書いてありますが，「先ほど証明」したはずなのは，「G
の否定の証明 P が与えられたとすれば，ここで考えている数学体系での矛盾の証
明を P を変形することによって作ることができる」，ということです．したがっ
て，この主張の対偶は，ここに書いてあることではなく，「数学体系が矛盾しない
なら，G の否定は証明できない」です．
そもそも，命題の真偽について議論するためには，命題の (真偽の) 解釈を考え

る必要があります (一方，「証明が存在する」は記号列としての命題についての，記
号の操作に関する主張にすぎず解釈の仲介が必要にはなっていません)．ではこの
命題 (の真偽を) どこで解釈するのか？と，考えると，実はこの引用の最初にある
質問は，実は大変に難しい問題だということが分ります．
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ここで著者が書きたかったことは，むしろ次のようなことではなかったかと思
います:

本書の表現を使うと，G は「私には (考えている体系での) 証明がない」と
いうことを主張する，と考えられるので，体系が矛盾しないなら (正確に
は ω-無矛盾であるなら) その証明がないのだから，G は正しい．

しかし，これも (多くの本に書かれていて巷でも耳にすることの多い) 間違った議
論です．
何が間違っているかというと，“G の証明がない”，というのはこの数学の体系

を外から見たときの (つまり超数学 (meta-mathematics) での) 主張なのですが，G
が主張している，と考えられる「私には証明がない」は考えている体系内での，証
明をコードしている “オブジェクト”が存在しない，ということなので，超数学で
証明がない，としても体系 (のモデル) ではおばけのような (non-standard な) オ
ブジェクトが証明をコードしていることがないとは限らないわけです[註 74] ．もと
もと，このような，超数学での証明と体系の中でコードされた証明のボタンの掛け
違いを正すのが，本書でも怪しい説明のなされている (pp.180–184 あたり)，fixed

point theorem の議論なのですが，ボタンの掛け違いを正した後の G は体系の言
語で書かれた論理式 (つまり超数学で見ると記号列にすぎないもの) です．
実はこの問題は専門家にとっても難しいもののようで，いわゆる “専門家”の発

言に限って見てみても，色々なところで間違った主張に出会うことが多いもので
す．Mathematics Stack Exchange で，まさにこの問題の質問に関する記録が残っ
ていて ([44]) 大昔に私のドクターの学生だった Stefan Geschke の答をはじめ，何
人もの人が答を寄せています．しかし，Stefan の答を含めてどれも微妙に迷走気味
で，一番的を得ているのは，(この節を書いた当時，ヘブライ大学のマギドア先生
のところで学位論文を書いて，現在はイギリスの East Anglia 大学に移籍して選択
公理に関連する研究のエキスパートとなっている) Asaf Karagila 氏の答 (多分まだ
彼がベルシェバで学部生だったころに書かれたものです) であるように思えます．

[註 74] ゲーデルの 1931年の論文 [29] での第 1不完全性定理で仮定している ω-無矛盾性 (本書では説
明されていません．詳しくは，例えば [14] または，菊池 [41] を参照してください) は，ある意味
で，このおばけのようなオブジェクトの存在を禁じるものではあるので，これを根拠に G は正し
い，と言うこともできるかもしれなくて，このことは，ゲーデルが 1930年代初めにこの結果を証明
した時点での不完全な理解としては容認できるものだとは言えるかもしれません．ちなみに，ゲー
デル自身はこの「正しいが証明できない」という言い方を一般の数学者に説明するときには使って
いますが，たとえば，不完全性定理の証明がなされている [29] では注意深く避けています．
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· · · しかし、かと言って、もしゲーデルの第 2不完全性定理が正しくないような
世界があったとして (論理的にそういう世界はありえないので、どういう意味で言っ
ているのかよくわかりませんが)、その世界で、ある数学体系が無矛盾だと自分自
身の中で証明できたからと言って、その体系が矛盾を含めば、背理法でどんな
定理でも証明できてしまうのでやっぱり無矛盾性は証明できてしまう。つまり
無矛盾性の証明がある、ということだけからは、その数学体系が本当に無矛盾
なのか、それとも矛盾を含むものか、というのはゲーデルの定理に関係なく判
断不可能なんですよ。

(無限のスーパーレッスン，p.186)

ここに書いてあることは，細部は間違ってはいないとも言えるのですが，無矛盾性
の証明に対する究極的な誤解を含んでいる，あるいはそれに対する究極的な誤解を
読者に植えつけることになる内容のものになっている，ものではあるでしょう．問
題となるのは，「ある数学体系が無矛盾だと自分自身の中で証明できたからと言っ
て」とありますが，この「ある数学体系が無矛盾だと自分自身の中で証明」できる
こと自体は，ヒルベルトのプロブラムとは直接には関係のないことだ，ということ
が無視されている点です．もう少し詳しく言うと，ヒルベルトがやろうとしたこと
は，数学の形式的体系を確定的 (finit) な手続きのみが扱われる世界 (有限の記号の
操作の体系) で展開して，そのような体系に関する確定的な推論のみにより数学の
形式的体系の無矛盾性を示す (

finiter Standpunkt

確定的立場)[註 75] ，ということでした．だから，そ
のような体系で無矛盾性が示されたときには，それは本当に体系の無矛盾性を保証
する実際に意味のあるものになるはずのものでした．もし，数学全体に対してその
ような議論ができたとすると，結果としてそのような厳格な制限の下での議論は，
(すべての数学的議論を包含する) 数学の形式的体系でも同様に実行可能になるは
ずなので，この数学の体系の無矛盾性が数学の体系の中で証明できたことにもなる
はずです．ゲーデルの第 2不完全性定理は，これが不可能なことを示していて，し
たがって，もともとのヒルベルトの計画の意味での無矛盾性証明も不可能であるこ
とが帰結されるわけです．
ゲンツェンの定理の証明は，前出の p.185 では内容的に全く間違った引用のさ

れ方をしていましたが，この定理 (の正しい形のもの) は，1階の論理上の数論 (ペ
アノ算術) の無矛盾性が，この算術のごく一部となっている確定的な議論のベース
に，そこには含まれていないけれど，ある意味でまだ確定的と言うことのできる ε0

までの超限帰納法の “確定的バージョン”を付け加えたものから証明されています．
実は，本質的にこれと同じ証明で，古典的な数学 (たとえば現代の大多数の (古

[註 75] この finitem Standpunkt という言葉の使い方については，[註 73]も参照してください．
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典的な数学を研究している) 数学者や理論物理学者が生涯で使うことになる数学の
すべて) をすべて含むと思われる体系の無矛盾性が証明できます．したがって，た
とえば，

数学が基礎から駄目になってしもて、数学者がおらんようになったとか？
(無限のスーパーレッスン，p.190)

という状況は，古典的な数学については全く起っていないと言っていいことになり
ます．それでは，不完全性定理現象と接触する可能性の高いもっと強い理論につい
てはどうか，というと，ここでも，不完全性定理は，「数学が基礎から駄目」になっ
たことを示しているわけではなく，単に，体系が完全でないこと，また，体系が無
矛盾であることのストレートな証明は不可能であること，を言っているだけです．
特に，無矛盾であることの証明が不可能であることは，矛盾することの証明が得ら
れた，ということでは全くありません．
次は，上で引用した文のすぐ次に出てくるものです:

「無矛盾性は証明できないことがわかったんだから、この問題はなかったこと
にしよう、て感じで、元通り無限をがんがん使って研究を続ける数学者が大半
だったと思います。でも転んでもただじゃ起きない、というか、せっかく不完
全性定理がわかったんだからそれを使って面白い研究をしよう、という数学者
も

ママ
表れます。これまで数学の定理と言えば、『∼ が計算できる』とか『∼ がな

いことがわかる』とか、何かがわかる話ばっかりでした。ところがゲーデルの
定理で初めて『∼ がわからない』という形の定理が見つかったわけです。それ
でこれを突破口にすれば、何かがわからない、計算できない、というタイプの
定理が証明され始めます。· · ·

(無限のスーパーレッスン，pp.190-191)

上の引用の前半は，大多数の数学者の (
ロジック
論理学への敵意を込めた) 視点を代表して

いるかもしれなくて，だからその意味では，以下に述べることは，一般論というよ
り，大勢に反する意見と言うべきものです．
ヒルベルトは，[33] で，

この数学の更なる基礎付け（それは証明論とでも呼ぶことが相応しいもの
である) により，数学の基礎の問題を，そのようなものとして，各々の数
学の命題を具体的に認識ができ，厳格に導出することのできる論理式に変
換し，そのことによって，すべての基礎の問題を純粋数学の領域に移行さ
せることによって，完全に解決してしまうことができることを信じる．
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ただし，この課題の完全な遂行のためには，若い世代の数学者たちの献身
的な貢献が必要になる． ([33], 日本語訳: 渕野 昌)

と書いています．これは不完全性定理の発表される数年前のことですが，どこか別
のところでは，「数学者は，この課題 (ヒルベルトのプログラムのこと) が遂行され
たときには，論理学を忘れて安心して数学に帰ることができる」というようなこと
も書いています．
不完全性定理によって破綻したのは，ヒルベルトのプログラム自身ではなく，

ヒルベルトの思っていたようなヒルベルトのプログラムの完全な遂行でした．つま
り，不完全性定理によって，この，数学者が「論理学を忘れて安心して数学に帰る
ことができる」，という状態にはどこまで行ってもならない，ということが証明さ
れたわけです [註 76] ．だから，「問題はなかったことにしよう」という態度は，数学
の本質から目をそむける，という消極的な意味しか持ちえないことが明らかになっ
た，とも結論できるはずです．
それにもかかわらず，大多数の数学者が実際今だに「問題はなかったことにし

よう」と思っていたり，本書の著者のように非常に不完全な不完全性定理に対する
理解を示すに留まっている，ということが何を意味するのかは，数学者のコミュニ
ティーを対象とするアンソロポロジーでの，大変に興味のある研究テーマの 1つに
なるだろうと思います[註 77] ．
上の引用の後半での 「ゲーデルの定理で初めて『∼ がわからない』という形

の定理が見つかったわけです。」はここでも，真理と，真理の認識，具体的に与え
られた証明，証明の存在，という互いに異る概念を混同しているように思えます．
ゲーデルの不完全性定理では『∼ が証明されない』（つまり，体系に関するゲーデ
ル文が体系で証明されない，ゲーデル文の否定がこの体系で証明されない (第 1不
完全性定理)，体系が無矛盾であることの主張に対応する命題がこの体系で証明さ
れない (第 2不完全性定理)）ことが証明されています[註 78] ．

[註 76] ここでは，話しの流れから，『数学者が「論理学を忘れて安心して数学に帰ることができる」，と
いう状態にはどこまで行ってもならない』という否定的に聞こえる表現をしてしまっていますが，
[9], [25] や [26] でも議論したように，集合論をベースとする数学の現代的な理論は，論理学ぬきで
は正しく理解することはできないし，現代的な論理学は，集合論的数学での，ベージックでしかも
大変に強力な tools の一つになってもいます．

[註 77] 今手元になくてチェックできないのですが，(故)齋藤正彦先生の書かれた文書で，数学者のコ
ミュニティーについての記述を，文化社会学でのイヌイット文化の研究論文のパロディーとして書
き出しているものものがありました．Aki さんの本 [39] の後書では，人類の数学の研究を，キリス
ト教の大伽藍の建築に看倣して，懐疑主義的な数学者を，建造中の伽藍の地下室に巣をはる蜘蛛に
見たてている一節があります．

[註 78] 最後の太文字で書いた “証明されて”は，
meta-mathematics

超数学での意味の証明です．
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ここでの『∼ がわからない』を『∼ が証明できない』と読み替えて，その後の
文章を，「何かが証明できない、というタイプの定理が証明され始めます。」と書き
換えると，ある意味ではその主張の正当性の認められる文章にすることができま
すが，少なくとも「計算できない、というタイプの定理」に関しては，数学史での
ステートメントとして見たときには問題が残るものになっているように思えます．
たとえば，「5次以上の多項式の根が，四則演算と根号を使った計算式で計算でき
ない」(ガロア) や，「π を多項式の根として計算できない」(リンデマン[註 79] )．な
ど，不完全性定理以前のこのタイプの結果がいくつも思いつくからです．これらも
含めて，本書は数学史に関して，色々と不正確な主張が含まれているように思えま
すが，これについては，第 7節で更に見てゆこうと思います．

3 クラスと矛盾する数学体系
どんな数学の体系も絶対に矛盾しないか，というと，もちろんこれはそうではなく
て，意味のある公理系と考えて導入された体系から後で矛盾が示されてしまった，
という例も歴史上いくつかあります[註 80] ．この話をするために，まず，本書での
「クラス」に対する間違った説明を訂正しておく必要があります:

[註 79] ちなみに，リンデマンはヒルベルトの先生です．
[註 80] これが “いくつも”ではなくて “いくつか” にすぎないのは，数学者が新しい公理の体系を導入
するときには，その背景には強い数学的直観が働いていて，大概の場合，その直観が何らかの数学
的実体を正しく見据えているからでしょう．だから以下に述べる，Reinhardt cardinal の存在公理
に関する展開は，この公理が案出された 1970年代には，巨大基数に関する直観を十分にサポート
するだけの理論がまだ構築されていなかった，ということを示しているものである，と解釈するこ
ともできるかもしれません．
しかし，次のように考えることもできます: 選択公理を集合論の公理系から落としたときには，

この Rinhardt の公理が矛盾するかどうかについては (現在に至るまで) 未解決です．このことは，
むしろ，Reinhardt がこの公理を提案したときの彼の直観の，ある意味での正しさを物語っている，
とも解釈することができるようにも思えるのです．この脚注は本文のすぐ後で書くことになること
を先取りして書いてしまっています．Reinhardt 基数についての予備知識のない方は，以下を参照
してから，もう一度ここに戻って読みなおしてみてください．
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「集合全体が集合ないんやったら、一体何になるんですやろ？」
「集合全体は、集合ではなくて、クラスと呼ばれます」
「呼び方を変えたらそんでええ、ちゅんですか？ ほな、クラスの全体は何にな
るんですか」
「あ、それは聞いたことがありませんね。岬先生、どうなるんでしょう？」
「集合じゃないものは数学的対象としては存在しないものだから、とりあえず考
えないことにしていると思うわよ。クラスっていうのも呼び名がなければ不便
だから便宜的にそう呼んでいるだけで、数学の議論の中ではクラスを使っちゃ
いけないの」

(無限のスーパーレッスン，p.163)

これでは，「群の全体はクラスだから数学では群論はやってはいけない」，[註 81] 「線
型空間の全体はクラスだから数学では線型代数はやってはいけない」etc. というこ
とにはならないでしょうか？ 数学が苦痛の種になっている人にとっては，これは
朗報と言えるのかもしれませんが…．
まず，「クラス」は「集合」を拡張する概念となっていることを確認しておきま

しょう．クラスとは，ある性質 (集合論を記述している形式的体系での論理式[註 82] )

φ で，{x : x は φ を満たす } として与えられるもののことです．これは集合にな
る (ことが集合論の公理系から証明できる) ときもあり，集合にならない (ことが集
合論の公理系から証明できる) こともあります．たとえば，集合 a が与えられたと
きには，a は {x : x は x ∈ a を満たす } というクラスとして表現することができ
ます．「集合全体」は，{x : x は x = x を満たす } です．これが集合にならないこ
との証明は，たとえば，まず，ラッセルのクラス R = {x : x は x 6∈ x を満たす }
が集合にならないことを証明しておいて[註 83] ，背理法で，もし，「集合全体」が集
合になるとすれば，分出公理から R も集合になってしまうので矛盾である，とし
て示すことができます．この証明をもう一度よく見てみると，ここで使われている
公理は外延性公理と分出公理のほんの一部にすぎないことが確認できます．した

[註 81] インターネットを見渡すと，群の全体が集合にならない，ということの怪しげな解説が山のよ
うに見つかります．このことのきちんとした解説は:

https://fuchino.ddo.jp/obanoyama.html#24.01.07(日 01:53(JST)) を参照してください．
[註 82] 論理式には (たとえばすぐ次に出てくる {x : x は x ∈ a を満たす } での “a” のように) パラ
メタが含まれていてもよいものとします．

[註 83] これはラッセルのバラドックスの議論そのものです: もし，a = {x : x は x 6∈ x を満たす } と
なる集合 a が存在するとすれば，a ∈ a か a 6∈ a のどちらが成り立つが，もし a ∈ a すれば，a の
定義から a 6∈ a となり矛盾だし，a 6∈ a としても，ふたたび a の定義から，a ∈ a となってしまい
矛盾です．
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がって，「集合全体」が集合にならない，という結論は ZFC の公理のごく一部だけ
を仮定するようなごく弱い集合論を考えても避けることのほとんど不可能なもので
あることがわかります[註 84] ．
このことは，言い方を変えると，“a = {x : x は x = x を満たす } となる集合

a が存在する” という “公理” を集合論に加えると (公理系から選択公理や基礎の
公理などをはずしていたとしても)矛盾する，ということでもあります．ちなみに，
集合論を創設したカントルは，集合論の体系を公理的に考えることは積極的にはし
なかったのですが，彼の考えていたことが，この，“a = {x : x は x = x を満たす }
となる集合 aが存在する”という公理を含んでいたものに相等すると解釈して，「カ
ントルの集合論は矛盾していた」というようなことを言う人がいるようです．しか
し，実際には，カントルは集合とクラスの区別を「完結した集合」 (fertige Menge,

konsistente Menge) とそうでないもの，というような言葉で区別していて，この区
別により集合論から矛盾は生じないのだ，という説明をヒルベルトにあてた手紙の
中で書いています．Akihiro Kanamori はツェルメロ全集の解説の中で，ヒルベル
トは，この手紙の内容をツェルメロに話していた可能性がある，と述べています．
また，1899年にデデキントに送った手紙の中の，やはりパラドックスの回避に関
する議論で，ツェルメロによる [59] でのような集合論の公理化の基本的な部分に
対応するアイデアをカントルが書き記していることが，後になって発見されていま
す．これらのことや，カントルの集合論での仕事は，後にすべて ZFC の中で再現
されることが確認されていることから，この「カントルの集合論は矛盾していた」
という表明は不適当なものであると言えることがわかります．
同じように，「素朴集合論は矛盾していた」という表明が聞かれることがありま

すが，この「素朴集合論」もこの言い方でいくつもの異なる対象を指すことがある
ので，その意味できわめて不正確で，ミスリーディングな表現になっていると言え
ます (“ 素朴集合論” が指しえる理論のリストが英語版のウィキペディアの Näıve

Set Theory の項 [57] にあります)．
もし，どうしても「矛盾していた」と言いたいのなら，「フレーゲの集合論は矛

盾していた」というのは，嘘でない表現になっていると言えるかもしれません．こ
れは，ごく平たく言うと，フレーゲが数学は論理であるという哲学的立場から数学
の基礎づけを行なおうとしていたことから，集合の非存在定理としてのラッセル，
ツェルメロ，カントル，ヒルベルトらの逆理，という見方を採用することができな
かった，あるいは，したくなかったという背景があるからです．しかし不思議なこ

[註 84] すべての集合を集めた {x : x は x 6∈ x を満たす } が集合にならないことは，カントルの定理
を用いて示すこともできます．a = {x : x は x 6∈ x を満たす } となる集合 a があったとすると，
P(a) の各要素は，すべての集合を含んでいる a の要素となるので，P(a) ⊆ a が言えることになり
ますが，これは，a から P(a) への上射が存在しないことを主張するカントルの定理に矛盾です．
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とに，この「フレーゲの集合論は矛盾していた」という表明はあまり聞かないよ
うに思います．哲学の人たちの間では，個人崇拝のような文化があって，この「フ
レーゲの集合論は矛盾していた」や「ヴィトゲンシュタインは不完全性定理を全く
理解していなかった」というような偉大な哲学者たちに対するネガティーヴな表明
はタブーになっている，ということなのかもしれません．
ちなみに，矛盾する集合論ということでは，20世紀の前半に書かれた集合論の

教科書で，自然数の全体などの基本的は集合論的対象は集合論の外側から集合論に
持ち込まれたものである，というようなナレーションがなされてるものが，多くあ
ります．しかし，これは厳密に定式化することができず，もしそれが厳密に定式化
できたとすると，矛盾する体系になってしまうしかない，ということを [25] で議
論しています．前述の「カントルの集合論は矛盾していた」とは違って，本当に矛
盾している，これらの教科書については何も取り沙汰にならないのは，実に不思議
です．
集合全体のクラスは，アルファベットの ‘V ’ で表されることが多いので，ここ

でも，この記号をこの意味で使うことにします．V := {x : x は x = x を満たす }
です．
集合ではないようなクラスのことを，真のクラス (proper class) とよびます．真

のクラスは，「呼び方を変えたらそんでええ」ということではなくて，集合とは大き
な相違点が，2つほどあります．1つは，他の集合やクラスの要素になることができ
ない，というより，それが集合でないことから，そもそも他の集合の要素になるかど
うかということを議論することができない，ということです (これに対し，あるクラ
スにある集合が要素として属すかどうかは，正当な設問です)．もう 1つは，「すべ
てのクラス X に対して…が成り立つ」というようなクラスの量化 (quantification)

ができないことです．それらのことを除くと，クラスは集合と同じように扱うこと
ができます．そもそも，クラス {x : x は φ を満たす } は性質 φ の言い換えにす
ぎません．集合 a に対し a がクラス X に属す (記号: a ∈ X) と言ったときには，
これは，「a は φ を満たす」という主張の言い換えにすぎない，と考えることがで
きます．集合算と同じような関係をクラスに対して導入することもできます．たと
えばクラス X がクラス Y の部分クラスである (記号: X ⊆ Y ) というのを，すべ
ての集合 x に対し，x ∈ X なら，x ∈ Y となること，として定義することができ
ます．結局のところ，X = {x : x は φ を満たす }, Y = {x : x は ψ を満たす }
のとき，X ⊆ Y は，“すべての集合 x に対して「φ なら ψ」が成り立つ” という
主張の言い換えにすぎません．
クラスのクラスはもう少し微妙ですが，パラメタつきの性質を考えて，このパ

ラメタの変動範囲 (集合または真のクラス) をクラスのクラスと解釈する，という
方法で通常の議論に対しては十分な対処ができます．
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以上は標準的な集合論の公理系であるツェルメロ・フレンケル集合論 (ZFC) で
のクラスの扱いですが，フォンノイマン・ベルナイズ・ゲーデル集合論 (NBG) や
モース・ケリー集合論 (MK) など ZFC の拡張で，クラスやクラスのクラス等を体
系のオブジェクトとして扱えるようなものもあります．
これまでに書いたことで，クラスが『無限のスーパーレッスン』に書いてある

ような怪しいものでないことを納得してもらえたことを前提として，この節の初め
に書いた，「意味のある公理系と考えて導入された体系から後で矛盾が示されてし
まった」例の 1つについて話してみたいと思います．
あるクラス j が集合の組からなっていて，各集合，a に対し 〈a, b〉 ∈ j となる

b が一意に存在するときには，j は各集合 a にこのような b を対応させる V 上の
関数をあらわしていると考えることができます．このような j のことを V 上のク
ラス関数と言うことにして，普通の関数と同じように，〈a, b〉 ∈ j のとき，これを
j(a) = b と書くことにします．真のクラス M ⊆ V が内部モデルである，というの
を M は推移的で[註 85] ，集合の要素関係 ∈ を M に制限して考えたとき，M が集
合論の公理をすべて満たすこと，とします．V 上のクラス関数 j が，すべての集合
a に対し j(a) ∈M となるようになっているとき，j は V から M へのクラス関数
であると言って，これを j : V → M とあらわすことにします．このような j が，
(集合論の言語での論理式で表わせるような) 性質をすべて保つとき (つまり，すべ
ての a ∈ V と性質 φ に対し，a が V で φ を満たす ⇔ j(a) が M で φ を満たす，
が成り立つとき[註 86] )，M への初等的埋め込みである，と言います．たとえば，j
を恒等写像 {〈x, x〉 : x ∈ V} とすると， j : V → V は自明な初等的埋め込みとなっ
ています．
我々が考察することのある，大きな巨大基数の存在を主張する公理 (巨大基数

公理) の多くは V 上の初等的埋め込みの存在に関する主張として特徴づけられる
ことが知られています[註 87] ．たとえば，κ が可測基数である，ということと，ある
V の内部モデル M と初等的埋め込み j : V →M が存在して，κ が j(α) 6= α とな
るような最初の順序数になっている，ということは同値になります (α が j(α) 6= α

[註 85] クラス A (集合でもよい) が推移的であるとはすべての集合 x, y に対し，x ∈ A で y ∈ x なら
y ∈ A となることです．近代的な集合論では，順序数を，推移的で ∈ がその集合上で線形順序に
なっているようなもの，として定義するので，推移的な真のクラスは，すべての順序数 (したがっ
て基数も) を含むものになることを示すことができます．

[註 86] この性質は普通には，「すべての自然数 n と a0, ..., an−1 ∈ V に対し， a0, ..., an−1 が V で φ

を満たす ⇔ j(a0), ..., j(an−1) が M で φ を満たす」として表現されることが多いのですが，V で
ZFC が成り立っていることから，a0, ..., an−1 ∈ V は，a = {a0, ..., an−1} として，a ∈ V と書きな
おせるので，ここで書いたような 1つの変数に関する主張としてあらわすことができるのです．

[註 87] 以下の巨大基数に関する話は，より詳しくは，例えば Kanamori [39] を参照してください．
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となる最初の順序数のとき， α を j の critical point と呼び crit(j) と表すことに
します)． 行き先の M が強い閉包性を持っていて，j(κ) がいくらでも大きくでき
るとき，κ はもっとずっと大きな (強い超越性を持つ) 巨大基数になります．たと
えば，κ が，可測基数より本質的に大きいことが知られている超コンパクト基数
(supercompact cardinal) であるというのは，任意の γ ≥ κ に対して，内部モデル
M ⊆ V で，すべての M の元の長さ γ の列 a⃗ に対し a⃗ ∈ M が成り立つようなも
のと初等的埋め込み j : V →M で，κ = crit(j) で，j(κ) ≧ γ となるものが存在す
ること，として特徴づけられます．ただし，少し前に書いたように，クラス j の “

存在”はそのままでは表現できないので，このことの定式化には若干注意を必要と
します．
内部モデル M ⊆ V で究極の閉包性を持つものは V 自身なので，上に書いたよ

うな状況を背景にW.M. Reinhardt は，究極の巨大基数となるべき，初等埋め込み
j : V → V の critical point κ を考えることを 1960年代の終りに提案しました．と
ころが，Reinhardt の提案した基数の存在は ZFC と矛盾することが K. Kunen に
よって 1970年ごろに証明されてしまったのです[註 88] ．
この “事件” は，集合論の研究者，特に巨大基数とかかわりのある集合論を研

究している研究者にとってはまさに宇宙を揺がす大事件でした 集合論では，
V のことを集合の宇宙 (universe) と呼ぶことがあるのでそれを頭に置いて言って
みているのですが …．当時，同じ初等的埋め込みを介して特徴付けのされる超コ
ンパクト基数や，もしかしたら可測基数まで，同じようにそれらの存在から矛盾が
導かれるのではないか，という感覚を持った人も少なくなかったのではないかと思
います．また，ロジックを研究している人で，集合論からは遠い分野の研究をして
いる人たちの一部に「やっぱり集合論の研究をしてもしょうがないんだ」とか，そ
こまではいかなくても「巨大基数なんて矛盾しているから考えてもしょうがない」
というような考え方が広まったように思えるし，高名な “数学者”や “ロジシャン”

が，この「集合論の研究をしてもしょうがない」という “意見” の表明を軸にして，
政治的な anti 集合論のキャンペーンをはる事例も実際にいくつかあったようです．
しかし，この Kunen の Reinhardt 基数の非存在の証明は，それが証明されて

おしまいになったわけではなく，その後，この結果の証明が更に分析されること
で，矛盾に近い領域で何が起っているかについての知識が深められることになりま
した．

Kanamori [39] の Chapter 5 には，この Kunen の定理の，Kunen 自身による証
明以外に，Hugh Woodin と原田幹夫による更に 2つの別証明が書かれていて，そ

[註 88] 本テキストの筆者は，Reinhardt 基数について，最近 [19] でも，ここでとは少し違った角度か
ら解説しています．
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れらの証明の分析から見えてくる Reinhardt 基数の存在からのどの帰結が，どう
いうふうに矛盾を導いているのかということに関する知見から，それらの帰結をさ
ける形で定義された，現在まで矛盾することの証明が見付かっていない，いくつか
の “巨大な巨大基数”の概念が論じられています．
また，これら 3つの Kunen の定理の証明では，いずれのものでも選択公理が本

質的に使われているのですが，集合論の公理系から選択公理を除いた体系 (ZF) に
Reinhardt 基数の存在の公理を付け加えた体系が矛盾するかどうかは，現在も未解
決の問題です[註 89] ．
現在では，超コンパクト基数やそれより “小さい”[註 90] 巨大基数については，こ

れまでに得られている多くの数学的結果の整合性から，私も含めた多くの研究者に
よって “存在する” 基数 (つまりそれから矛盾が導かれることがないと思われる基
数)と信じられるようになってきていると思います．YouTubeで見ることのできる
インタヴューやパネルディスカッションなどで，上でも名前をあげた Hugh Woodin

は，彼の名前のつけられた Woodin 基数 [註 91] が存在しない (つまり ZFC とその
存在をあわせた公理系が矛盾する)ことが発見される，ということに万一なったら，
そのときには，大学の職 (彼は最近バークレイからハーバードに移籍しています)

を返上する，と公言しています．[註 92]

[註 89] もちろん不完全性定理の縛りがあるので，この体系が無矛盾であることは証明されようがない
のですが，起こりえるシナリオとしては，この体系 「ZF + Reinhardt 基数の存在」からの矛盾の
(具体的な) 証明が得られる (つまり ZF から Reinhardt 基数の非存在が証明される) か，または，
選択公理を含む集合論の公理系 ZFC に何らかの巨大基数を付け加えた体系で，「ZF + Reinhardt

基数の存在」の無矛盾性が証明される，ということのどちらかが起きる，という形での問題の解決
が考えられます．しかし，この問題が考察されはじめてから，もう 40年以上の時間がたっており，
その間多くの研究者がこの問題にアタックしているので，この公理系から矛盾が導きだされる，と
いう最初のシナリオの可能性はかなり低いと見ていいのではないかと思います．

[註 90] ある種類の巨大基数は，基数の全体の中に共終的に存在することもありえるので，そのような
巨大基数の性質を他のやはり基数の全体の中で共終的に存在しうる巨大基数と大小関係で比べるこ
とはできないのですが，巨大基数 (の性質) A が巨大基数 (の性質) B より小さい (あるいは弱い)

というのを，(1) B の性質を持つ基数はすべて A の性質を持つが逆は成り立たないこと; (2) B の
性質を持つ基数の下に A を持つ基数が沢山存在することが示せること; (3) 「ZFC + B の性質を
持つ基数が存在する」から，「ZFC + A の性質を持つ基数が存在する」の無矛盾性が証明できる，
のうちの少なくとも 1つが成り立つこと，として理解できます．もちろん (3) が巨大基数の概念の
大小の比較になっている，というのは第 2不完全性定理の理解に基いています．

[註 91] ここでは定義は省略しますが，Woodin 基数は，可測基数と超コンパクト基数の間のどちらか
というと超コンパクト基数よりに位置する基数です．

[註 92] このパラグラフは，多分 2020年前後の私の立場を反映する書き方になっているのですが，そ
の後，私の研究が大幅に進展したこともあり，上で「超コンパクト基数やそれより “小さい”」と
書いたことは，「2-huge 基数より “小さい”」に修正してみたくなっています．このことの背景は，
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<latexit sha1_base64="XF4FJrvjuoTlLP7DjkvxWrw42xs="></latexit>

0 = 1 <latexit sha1_base64="/FfVBkV1V+6soQ8PipHsWvFc890="></latexit>

I0� I3
<latexit sha1_base64="qFpbO/QCIAVKV8DPiSg8LC5jIPw="></latexit>

2-huge
<latexit sha1_base64="880EBDxgsSz+F/QEWjh0pFYlNFs="></latexit>

hyperhuge<latexit sha1_base64="8MkEeijN0uIbrb4tTAo3/F7AVGM="></latexit>

superhuge
<latexit sha1_base64="ljR6E6U6Ls2qkJbEty+k8UeSLEI="></latexit>

ultrahuge
<latexit sha1_base64="KVXNNVBEMHbm7fAh3CI4XZ8Z/AU="></latexit>

huge
<latexit sha1_base64="uzLTdv5aQxultCrsljbUuxiKNok="></latexit>

super almost-huge
<latexit sha1_base64="QBwLR93K8GjeQN/Nnb8Xv8sIoMU="></latexit>

almost huge
<latexit sha1_base64="azH7ihlYnY1ld7vfCTd0JMFhopM="></latexit>

Vopěnka’s Principle

<latexit sha1_base64="hyORjP7LGfWtyL2z4HX1e0nMSn0="></latexit>

extendible
<latexit sha1_base64="61gIVBS1Xf6oFGSTIricRq9Boz0="></latexit>

supercompact <latexit sha1_base64="1K5VjYUcUDpDtPX1G+brTW9B3rc="></latexit>

strongly compact

<latexit sha1_base64="lybFD5wYap1yVfIeo97gSOnqFkI="></latexit>

Woodin

<latexit sha1_base64="0rgEr6WPa3+gqu9TQjpLmsuat7I="></latexit>

superstrong

<latexit sha1_base64="XdZ1kCpwK1z8cJ1d5AgauCu8xLk="></latexit>

super C(n)-hyperhuge

<latexit sha1_base64="mO9kQiw9Xm5PhEYBct5T5ac8t/0="></latexit>.
.
.

とは言っても，不完全性定理により，巨大基数の理論はおろか，ZFC 自身から
矛盾が導かれる，という状況が起こらない，ということさえ 100% の保証はどこに
もないわけで，あなたが生きているうちに，そのようなドラマチックな展開が数学
の世界で起こることは絶対にない，と言いきることはできません．
学校に行くのがいやでいやでたまらない子供の中には，学校が火事で焼けてし

まえばよい，と考えて本当に学校に火をつけてしまう人もいたりします．数学に
ついても，数学の議論についてゆけなくてフラストレーションをためている “数学
者”の中には，数学の矛盾が見つかって数学がなくなってしまえばよい，と思って
いる人が沢山いるかもしれません．しかし，Reinhardt 基数の例でも見られるよう
に，仮に数学 (たとえば ZFC) に何らかの矛盾が見付かったとしても，そのことで
それまでの数学が無意味になることは多分なくて，その矛盾を迂回して，その矛盾
の証明で用いられたテクニックさえも含めて，数学は更に発展してゆくことになる
でしょう．ただし，人類の知性が終りを迎えない限り，数学が終りになることもな
い，という保証があったとしても，人類の，あるいは人類の知性の終りの方が案外
すぐに来ることになるかもしれませんが … ．

half-expository な [27] で読みとることができると思います．大きな巨大基数の存在を仮定するに
従って，数学の透明性や自然さが増す，という現象と，巨大な巨大基数の存在を仮定したときには，
そのために実は数学が矛盾する理論になってしまっているかもしれない，という危機感のせめぎあ
いの妥協点をどこにとるのか，というのがここでの問題なのですが，最近に得られた結果群から見
たときには，2-huge 以下，というのは，十分に妥当なものになっているのではないか，という気が
しはじめているのです．
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4 直観主義と数学
『無限のスーパーレッスン』では，直観主義に関する記述でも問題があるように思
えるものが少なくありません．たとえば，

「いや，それこそ歴史の皮肉なのですが、そのヒルベルトの名誉市民記念講演
の前日、まさにその同じ町、ケーニヒスベルクで行なわれていた学会で、ゲー
デルという若き数学者が『不完全性定理』という新発見を発表します。これは
まさしくブラウワーがその可能性を指摘していた、YESでもないしNOでもな
い、そんな問題がありうるのだ、という定理でした。· · ·」

(無限のスーパーレッスン，pp.169–170)

「ブラウワーはYESでもないしNOでもない問題がありうるのだと指摘した」とい
うのは一体どこから出てきたのでしょうか？
ブラウワーや彼の直観主義についての基本文献を何か 1つでも読んでいれば，

「ブラウワーは YESでもないし NOでもない問題がありうるのだと指摘した」と
いうような奇妙なことを書かずに済んだと思うのですが…．たとえば，インター
ネットで閲覧できる文書のに限っても，Iemhoff [37] のようなコンパクトでしかも
ポイントのよく押えられたものが見つかります．ちなみに，[37] が含まれている
Stanford Encyclopedia of Philosophy は科学哲学や科学，数理論理学，数学までを
含む，非常にレベルの高い数学の哲学に関する「インターネット事典」で，「不完全
性定理」，「選択公理」，「無限」，「ブラウアー」など，『無限のスーパーレッスン』が
正しく扱いそこなっているキーワードのほとんどすべてがカバーされていますし，
ほとんどすべての項目が非常によく書かれています．以下で述べるブラウワーの直
観主義も [37] からの記述を部分的に借りたものになっています．
数学で通常用いられる古典論理が神の視点からの論理なのに対して[註 93] ，ブラ

ウワーの主張した直観主義は，人間の視点での論理を目指しています．特に数学の
命題 A が「正しい」，というのは，それが精神活動によって正しさの証明が得られ
たこと，と解釈します．この精神活動の主体は各個人になるわけですが，solipsism

の立場で論じているわけではなく，異る個人に同じ精神活動が惹き起こされるこ
とで，数学者の間の伝達が行なわれると考えるようです．この視点に立って数学
の命題を考えると，たとえば，リーマン予想のような，まだそれが証明も反証もさ
れていない命題 R に対しては R も R の否定 ¬R も正しくないことになるので，
R ∨¬R は正しくない，ということになります．このことから，直観主義では排中
律が必ずしも成り立たない (つまり一般的な推論規則としては用いることができな

[註 93] ここで神と言っているのは一神教の神のことです．
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い)，ということが帰結されることになるわけですが，本書の著者はこれを「YES

でもないしNOでもないこと」と勘違いしたのでしょうか？
もちろん，ブラウワーの立場で，数学の議論を制限することにして，その制限

が本質的なものになっているのなら，必然的に，古典的な論理を用いて証明できる
命題のうちで，証明できないものが出てきてしまうことになるので，そのような意
味の不完全性は，当然予想されるものになるわけですが，このことは，ブラウワー
の論点とは異るように思えます．
通常数学の証明は古典的な論理によって行なわれているわけですが，そのよう

な証明での排中律に対する不安は，次のような証明を見てみると理解できると思い
ます．

定理 6 無理数 a, b で ab が有理数になるようなものが存在する．

証明．もし √
2
√
2 が有理数なら，a =

√
2, b =

√
2 とすればよい．そうでないなら，

a =
√

2
√
2
, b =

√
2 とすれば，

ab =

(√
2
√
2
)√

2

= (
√

2)(
√
2·
√
2) = (

√
2)2 = 2

となる．したがって (排中律から) 定理の命題が成り立つ． (定理 6)

実は √
2
√
2 が無理数となることは知られているので[註 94] ，この結果を使えば，

排中律を用いない証明ができるのですが，上の証明では，「√
2
√
2 が無理数となる」

ということの真偽に頼ることなく，ab が有理数となる無理数 a, b の存在が示され
ているわけです．この証明がなんとも腑に落ちない，という感覚は，直観主義を擁
護するものと言えるでしょう．
現在では，直観主義は，数学思想としてというより，構成的数学の一種として

研究されている，と言っていいと思いますが，そうだとしても，本書の著者がやっ
ているように，これをぞんざいに扱っていいわけではないでしょう．
上の説明だけでも，ゲーデルの不完全性定理とブラウアーの直観主義の関係が，

著者が言っているようなものではあり得ないことが分ると思いますが，事実として
は，ゲーデルは不完全性定理を得る少し前にブラウアーの講演を聞いていて，だか
ら，不完全性定理を証明したときには，ブラウアーの思想から何らかの影響を受け
ていたと主張する議論もあります．一方，ブラウアーの論敵だったヒルベルトの超
数学も，ブラウアーの直観主義がその手本になっていると指摘されることがありま

[註 94] 1934年に Gelfond と Schneider によって独立に証明された，現在 Gelfond-Schneider Theorem

と呼ばれている定理のほとんど自明な系として示すことができます．実は，この定理により √
2
√
2

は無理数であるばかりでなく，超越数であることも示せます．
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す．実際，ヒルベルトの意味の
finiter Standpunkt

確定的立場は，ブラウアーの直観主義を更に制限し
たようなものになっていることが見てとれます．
本書の著者は，このような歴史的な関連を小耳にはさんでいたことから，全部

を一緒くたにして，「· · · ゲーデルという若き数学者が『不完全性定理』という新
発見を発表します。これはまさしくブラウワーがその可能性を指摘していた、YES

でもないしNOでもない、そんな問題がありうるのだ、という定理でした。」とい
う発言が，出てきてしまったのでしょうか？
[The rest will be written soon.]

5 連続体仮説 (の不在)

『無限のスーパーレッスン』では，無限集合論の濃度の話は出てくるのに，連続体
仮説の話は全く出てきません．これはとても不思議に思えます．もし本書の著者の
木村さんが，「無限を考えるとこんな不思議なことが出てくる」ということを「数
学は門外漢」の読者に一生懸命訴えようとして本書を書いているのだとすると，こ
の “こんな不思議なこと” は，現代の数学ではいずれにしてもいたるところで使う
ことになる [註 95] ，選択公理についてのことではなく，連続体仮説についてのこと
であるはずだからです．
もし，著者の木村さんが，選択公理を含めて，この本に書いた他のことは，本

に書ける程度に理解したと思ったが，連続体仮説についてはそう思わなかったのだ
とすると，ここまでで議論してきた，彼が理解したと思っていることの不正確さの
度合を頭に置いて，この本に書くに至らなかった理解が，どのようなものだったの
だろうか，というのは，恐いもの見たさ的な興味を，大いにそそられます．
連続体仮説は，未だ未解決の問題で，しかもその未解決であることのありよう

は，数学の，他の未解決問題とは，大きく異なるので，これについて生半可な解説
が書かれなかったこと自体は，大いに歓迎すべきことではあるのですが，それな
らそもそも何で本書を書いたのか？ というミステリーは依然として残ってしまい
ます．
以下では，この，木村さんが書かなかったことが，何だったのかを検証するた

めに，連続体仮説の解説のようなものをしておこうと思います．

* * *

[註 95] たとえば，大学で理学系の学生が，学部の初年次に習うことになる，微分積分や線型代数でも，
選択公理が用いられている局面がいくつかあります．
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連続体仮説は，選択公理を仮定するかどうかで，微妙に異なる内容の仮説にな
ります．
選択公理なしでの連続体仮説の可能な記述の一つは，

実数からなる任意の無限集合 X について X が可算でないなら，X と R の
間に全単射が存在する

というものです．
一方，選択公理の下での連続体仮説の通常の記述:

ℵ1 = 2ℵ0

は，実数の全体の整列可能性を導くので，選択公理の一部を内包するものになって
います [註 96] ．これらの 2つの連続体仮説の記述は，選択公理を仮定すると同値に
なりますが，選択公理の仮定なしでは，後者から前者が導けるけれど，同値性は証
明できません．たとえば，24ページで触れたソロベイの定理の証明で構成された
集合論のモデル (これは可算選択公理は成り立つが，フルの選択公理は成り立って
いないようなモデルです) では，前者の意味の連続体仮説は成り立ちますが，R 上
には整列順序が存在しないので (もし存在すれば，それから非可測集合が作れてし
まいます)，後者の意味での連続体仮説は成り立っていません．
選択公理を仮定したときの連続体仮説については，[7], [13], [16], [22] などでも

書いたので，そちらも参照してください．特に，[7] では，連続体仮説から導かれ
るいくつかの定理についての言及があり，[13] では，連続体仮説の “数学的な” 特
徴付けが，幾つか紹介されています．
連続体仮説は，その真偽が数学 (つまり集合論) から独立なことが証明されてい

る命題です．これはこう言ってしまうと，不完全性定理と矛盾しているような言い
方になってしまうのですが，より正確には，数学が矛盾しない，と仮定したとき，
数学に連続体仮説を付け加えたときに矛盾しないし，連続体仮説の否定を付け加え
ても矛盾しないことが証明されています．これは更に，正確に言うと，もし数学の
中で連続体仮説から矛盾が導けたとしたら，この矛盾の証明を変形して，数学だけ

[註 96] ここでの，ℵ1 = 2ℵ0 は，順序数 ℵ1 = {β : β < α1} から N の冪集合への 1-1 onto な写像が
存在すること，として理解することができます．
なお，カントル空間と呼ばれることもある N の冪集合 P(N) は，自然な位相を入れると，(選択公

理を用いずに) R と “ほとんど” 位相同型になることが示せるので，特に選択公理の下では，P(N)
と R は濃度が等しくなります．したがって，選択公理の下での，上のような連続体仮説の記述で
は，N の冪集合を，R で置き換えても，得られる主張はもとのものと同値です．なお，一般には，
κ を基数とするときに，2κ で κ の冪集合の濃度を表わしています．これは，冪集合の濃度が議論
できなくてはいけないので，選択公理の下で可能になる定義です．
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から矛盾を導ける証明に作りかえるアルゴリズムが存在するし，同じことが連続体
仮説の否定に対しても言える，ということです．ひょっとすると，木村さんは，こ
のことを，「連続体仮説は数学と無関係な命題だ」ということを言っている，と勘
違いしてしまったのかもしれません．しかし，命題の公理系からの独立と，その命
題の数学としての relevance は全く別の事柄です．例えばユークリッド平面幾何学
の公理系の通常の設定では，平行線の公理は，他の公理から独立になりますが，こ
れは，平行線の公理が平面幾何とは無関係な仮説だ，ということの裏付けにはなっ
ていないでしょう．
もし，木村さんが，このような勘違いで，連続体仮説は，数学とは無関係な仮

説だと思ってしまっていて，その理由から『無限のスーパーレッスン』で取り上げ
ないことにしたのだとすると，[13] で述べた Erdős の定理や Erdős-Kakutani の定
理は，この，数学とは無関係，という主張に対する異議となっていると言えるので
はないかと思います．

[13] では取り上げなかった，次の 2つの連続体仮説の特徴付けは，もっと直球
で普通の数学の命題の形をしていると言えます．

R2 の部分集合 C が雲であるとは，ある点 p ∈ R2 から見ると，どの方向にも
C の要素は有限個しかないこと，とします．有限集合は雲ですが，ある点からの方
向は連続体個あるので，雲は連続体濃度でありえます．例えば，単位円は連続体濃
度の雲の例の一つです．

定理 7 (Péter Komjáth, 2001 [42]) 連続体仮説は，R2 が 3 つの雲で覆えるこ
と，と同値である．

定理 8 (Micha l Morayne, 1987 [47]) 連続体仮説は，R2 を覆うペアノ関数 f :

R → R2 で，各点で，少なくとも片方の座標成分が微分可能となっているようなも
のが存在すること，と同値である．

定理 7や定理 8での，連続体仮説の同値命題は，“数学的”な主張となっている
とは言えても，それらが正しいと言えるか，あるいはそれらの否定が正しいと言え
るか，と考えたときに，その正しさの論拠のようなものが直ぐには見つかりそうに
ない命題である，とも言えるでしょう．

(上で書いたような意味で) 連続体仮説の集合論の公理系からの独立が証明され
たのは，コーエン (Paul Cohen) による 1960年代初めの研究だったのですが，こ
の証明が得られたことで，連続体仮説に関する問題は解決されてしまった，と考え
る人も，現在でも，沢山いるようです．インターネット上のナレーションでも，大
半のものは，そのように書いてあるのではないかと思います．
これに対して，ゲーデルは，[29] で，
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連続体仮説 (または連続体仮説の否定) を導く命題で，その “正しさ”に対す
る論証，あるいは，何らかの直観が存在するものが，見出せる可能性がない
とは言えないだろう，そのようなものが見つかったときには，集合論の公理
系を，この命題を新しい公理として付け加えることで拡張して，この拡張さ
れた公理系で連続体問題を解決することができるだろう

というふうに纒めることができる議論をしています．ゲーデルの，この見解に対応
して，集合論の自然な拡張で，連続体仮説の真偽を決定したり，その決定が偽の場
合には，連続体の具体的な大きさ (例えば「2ℵ0 は ℵ2 である」というような) を決
定するようなものを探す，という研究方針は，「ゲーデルのプログラム」と呼ばれ
て，筆者を含めて，現代の集合論の複数の研究者が，これに関連する研究を行なっ
ています．

Bagaria [1] はゲーデルのプログラムの現代から見た優れた解説です．松原 [45]

には，2000年代の Woodin によるのゲーデルのプログラムに沿った研究に関する
記述があります．
本節の最初で，「連続体仮説は，未だ未解決の問題で，しかもその未解決である

ことのありようは，数学の，他の未解決問題とは，大きく異なる」と書いたのは，
このような状況を踏まえてのことです．

6 連続体仮説の「その後」
一般の聴衆を意識した本や解説記事などでは，あまり難しいことを色々書きすぎ
て，読者を脅かしてしまってはいけない，という配慮から，最近何が起っているの
か，ということの説明を省略してしまうことが，少なくないと思います．一方，そ
のような，説明をしたときには，その本や解説記事を読んだ人は，そこで語られて
いる分野は過去に既に終ってしまっていて，現在ではもう研究されていない，と誤
解してしまう可能性も少なくありません．
私自身の子供の時代の記憶をたどってみると，小学校や中学校の音楽や美術の

時間には，昔の作曲家や画家のことしか教わらなかったので，そういう芸術家たち
がいたのは昔のことで，現在にはもういないのだ，と固く信じていたことが思いだ
されます．これは，私の両親の家の隣に住んでいた人が画家だったことを思い出す
と，すごくおかしなことなのですが，その隣の家に住んでいた画家と，学校で習っ
た昔の偉人としての画家たちは，違う種類の人間だと理解していたのでしょうか？
私の場合には，中学 2年生のときに，フランス近代音楽を「発見」したことが

きっかけで，もっと最近の芸術家もいるんだということが分ってきたのですが，そ
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れがなかったら，もっと後まで，この誤解から解放されなかったのではないかと思
います．
本書では，集合論のいちばん最近の結果への言及としては、Banach-Tarski の

定理 (1924, 大正 13年) が最後で，あえて言えば，Solovay の 1960年代終りの研究
結果 (特に，(16) で述べたたもの) が，23ページの本書からの引用でのような，あ
やふやな言い方で暗示されているのが，モダンな集合論への言及の最後になってい
ます．だから，本書の読者が，本書を読んだ後に，集合論は半世紀くらい前に終っ
てしまったのだ，と思ってしまったとしても不思議はない，とも言えますし，私の
“芸術家” の例でのように，集合論を研究している人が身近にいても，そう思い続
けてしまうことだってあるかもしれません[註 97] ．
以下で，特に，連続体仮説に関連した話題で，そういった間違った印象を払拭

することを試みるとしたら，どんな説明をしたらいいのかを考えて，そのためのナ
レーションを試みてみたいと思います．ただし，この分野は，私自身の研究と直結
しているので，以下の解説も，私の研究での興味や思想のバイアスのかかったもの
になってしまっているかもしれません．
以下では，簡単のため，常に選択公理を仮定することにします．選択公理を仮

定しない場合の議論にも多くの非常に深い結果が得られているのですが，そこでの
議論や結果の記述は選択公理を仮定したときに比べて更に複雑なものになってしま
うので，ここでは，読者の混乱をさけるために，この節の以下での記述では，これ
については触れていません．
連続体の濃度 2ℵ0 の基本性質としては，これが可算でないこと（つまり 2ℵ0 > ℵ0

であること）が Cantor によって 19世紀の中盤に示されていたわけですが，20世
紀になってからの結果に，Kőnig の定理[註 98] の系として得られる， 2ℵ0 は可算
個の順序数の極限にはならない，という定理があります．この定理から，例えば，
2ℵ0 6= ℵω であることが分ります．[註 99] ゲーデルの 1940年代の結果と，コーエンの
1960年代の結果を合せると，連続体の濃度は，これらの制限に抵触しない，どん
な基数でもありえる，ということが示せます．例えば，ZFC + “2ℵ0 = ℵ1” (つまり
連続体仮説) は ZFC と同程度に無矛盾だし，ZFC + “2ℵ0 = ℵ2023” は，ZFC と同程
度に無矛盾，また，ZFC + “2ℵ0 = ℵω+1” も ZFC と同程度に無矛盾だということが
証明できます．

[註 97] 実際に，数学の教養が全くないわけでもなさそうに思える人が，それに近い主張をするのを聞
くことがあります．

[註 98] Kőnigの定理あるいは Königの定理と呼ばれるものにはいくつかありますが，ここで言う Kőnig

の定理は，Gyla Kőnig による 1904年に発表されている集合論の定理です．
[註 99] ℵω は，ℵ0, ℵ1, ℵ2,... の極限として定義される基数です．
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ただし，例えば，“2ℵ0 = ℵ2023” といった等式が何か数学的に意義を持つものに
なっているかどうかは，全く別の問題です．実際，前節でも触れた，「ゲーデルの
プログラム」に沿った研究からは，連続体の濃度は，ℵ1 であるか，ℵ2 であるか，非
常に大きなもの (弱到達不可能基数，あるいは，更にもっと強い巨大基数の特性の
一部を持つもの[註 100] ) になるか，のどれかである，という主張を正しいもの，と
して支持する議論も可能です (例えば [27] を参照してください)．このことについ
ては，後でもう少し詳しく話してにたいと思っています．
連続体仮説は，実数の集合論 (set theory of reals) や，この理論を経由して集合

論的と旧来の数学との接点にある数学理論などとも密接な関係を持つ問題ですが，
(すべての数学を内包する) 集合論の宇宙全体に関する多くの本質的な問題ともつ
ながっており，単独の問題というより，数学全体に関わる試金石的な性格を持つ問
題である，と言うことができると思います．
連続体仮説に関する誤解の一つに，連続体仮説を仮定すると，すべての数学の

命題の真偽がそこから決定できてしまう，というものがあります．これは，不完全
性定理からありえない結論なわけですが，十分に普通の意味で数学的と言える命題
で，連続体仮説を仮定してもその真偽の決定ができないものも沢山知られていま
す．そのようなものの例の一つとして，

すべての局所コンパクトな位相空間について，それが距離付け可能でないな
ら，連続体濃度以下のサイズの部分空間で，距離付け可能でないものが存在
する

という命題を挙げておこうと思います．この命題は，連続体仮説を仮定しただけで
は，その真偽を決定することができない (つまり，この命題 ZFC + CH から独立で
ある) ことが知られています．また，この命題は，ZFC + ¬CH (¬CH は CH の否
定) からも独立であることが知られています ([28])．

[The rest will be written soon.]

7 数学史と数学史観
日本の “数学界”では「数学史」の研究は現役を退いた数学者が余生の趣味 (また
は執念？) でやるもの，というような暗黙の了解があるのではないかと思います．

[註 100] 「巨大基数」という確定した概念があるわけではないのですが，通常の理解では，連続体濃度
以下の基数は，巨大基数ではあり得ません．しかしながら，巨大基数の持っている特性のいくつか
を，連続体の濃度が共有することは可能で，連続体濃度がそのうような特性を持つことの無矛盾性
と，その特性に対応する巨大基数が存在することの無矛盾性が同値になるようなものものも知られ
ています (例えば，[27] を参照してください)．
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そしてこの余生の趣味は，時代劇や歴史小説を歴史学と混同するのと同じレベルで
行なわれていることが多いようにも見えます．
もちろん，本物の数学の歴史を研究しようと思ったときには，当然，現代にま

でいたる数学そのものを深く理解していることが前提となるので，必ずしも歴史の
エキスパートでない数学者が数学の歴史について発言したり研究したりすること
自身は不可避だし，意義のあることでもあるのでしょう．数学史の研究ができるた
めに必要となる “総合力”はシニアな数学者が手にしていることが多いとも思いま
す．しかし，そうだからといって，数学史の研究が，今世紀の数学に加担すること
を全くやめてしまった人の余生の趣味のようなものでよい，ということではないで
しょう．
私が日本数学会で所属している分科会は「数学基礎論と数学史」という組物に

なっているので，「あんたのところの分科会に所属していると「歴史の人」になっ
ても目立たないでいい」というような皮肉を言われることがあります．しかし，数
学史の研究に対して，このような皮肉が成立しうる状況自体，何としても打破すべ
きことだと思っています．
『無限のスーパーレッスン』の中でも，この時代劇的数学史や，歴史小説的数

学史が横行しているように思えます．ここではいくつかの例を挙げてそれらについ
てのコメントを付すに止めます:

... つまり、無限の操作が関わってくるので実際に答えが構成できるわけではな
いけれども、それでもある意味で答えが求まる、というタイプの証明を初めて
行ったものでした。同じ問題を古典的な方法で解こうとしていたゴルダンとい
う数学者は「これは数学ではない、神学だ!」と怒り狂い、ケーリーという大家
も「証明は理解できるが、ここで何か達成されたのか、私には確信を持って述
べることができない」という評価を下します。しかし、やがて時とともに、ヒ
ルベルトの方法が数学界に受け入れられるようになります。ゴルダンもヒルベ
ルトと仲良くなり、無限的な発想に基づいた「ゴルダンの定理」という作品を
残しています．...

(無限のスーパーレッスン，p.115)

まず，これは，歴史の問題というよりは，数学的な内容の問題なのですが，ここで話
題になっているヒルベルトの基底定理の応用として証明される有限性定理で，「答」
(つまり存在命題が存在を主張しているところの数学的対象) が構成できないのは，
「無限の操作が関わっているから」，ではなく，証明が構成的でないから，と言うべ
きです．この差は微妙かもしれませんが，たとえば，有限組合せ論では，有限個の
対象を扱っていても証明が構成的でない場合には，主張の例または反例になってい
る対象は，有限回のしらみつぶしの検索では見つかるはずだが，その場合に必要な
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有限回が天文学的以上の大きさになるため実際には検索を実行できない，という状
況が生じてしまうことも少なくありません．P versus NP や，galactic algorithms

の問題なども含め，有限と無限の間のグレーゾーンはかなり大きなものなので，単
純に有限と無限と割切ることはできません．これに関連する話題は，[23] も参照し
てください．本テキストの筆者は，少し前に，数理論理学の若手のための集会で，
この有限と無限の間のグレーゾーンに関する expository な講演 [24]をしています．
ゴルダン (Paul Gordan) の「これは数学ではない、神学だ!」は，Max Noether

が，Felix Klein と Emmy Noether (Max Noether は彼女の父親です) の助けも借り
て書いた，Gordan の追悼記事 (というより Gordan の研究とその数学の背景に関
する子細な論説) [48] に載っていて，この後，色々な人たちによって，様々な脚色
を加えられて，語られることになる逸話です．ここでの「怒り狂い」もそのような
脚色の一つでしょう．Noether の論説では，日本語に訳すと，“最初はどちらかと
いうと拒絶的に

”
Das ist keine Mathematik, das ist Theologie“ と言ったが，後に

(53) と (69) で 2度にわたって，このヒルベルトの有限性定理のを支えている証明
と向き合うことになった，...” というように書いてあって，本書にある「ゴルダン
の定理」がどの定理を指すのかは定かではないですが，この (53) と (69) の結果の
ことだとすると，これはヒルベルトの有限性定理の特殊な場合についての考察と，
この定理の証明の改良です．
また，やがて「ヒルベルトの方法が数学界に受け入れられるように」なる，と

いうのは，やはり脚色で，歴史的な実状を反映してはいないように思えます．この
ヒルベルトの有限性定理が発表されたのは 1890年ですが，彼の数学のスタイルに
懸念を示した人は，当時もいたし，1920年代になっても，ブラウワーのように，そ
れに懸念を示す人はいたけれど，同時に，ヒルベルトの研究成果は他の人々には即
時に認められていた，とうのが本当のところだったのではないでしょうか．たとえ
ば，1900年には，世界の数学を代表する数学者として，本書にもある，23の未解
決問題についての基調講演をしているわけですから．
ちなみに，上の引用での (69)は，1899年の論文ですが，これを書いた後，Gordan

は，“神学もまんざらではない”と言った，という「伝説」も残っています．ただし，
これも別の人の脚色か，でっちあげかもしれません—少なくとも Max Noether の
論説には，これは書いてありません．
バナッハ・タルスキーの定理を彼等が，選択公理「はあまりに強力だから、ちょっ

とまずいんじゃないか」ということを言うために発表した，としか読めない記述が
本書の p.201にあることは既に述べました (本テキスト 24 ページ)．この表明が少
なくとも歴史的事実を反映していないことは既にそこで述べた通りですが，自分の
言いたいことを歴史的人物に言わせる しかもこの場合，この言いたいことが
的をはずれているわけですが ，というのも，「時代劇的数学史観」のたどるこ
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とになる典型的パターンの 1つと言えるでしょう．
次の引用も歴史的な文献の (意識的な？) 誤読ないし誤訳から生じたと思える歴

史的事実の歪曲の例と言えます:

「今、囲み記事のヒルベルトの第２問題 (158 ∼ 159ページ)の原文を読んでみた
んだけど、整数が存在するのは当たり前ということになっていて、実数の存在
が問題になっているのね。私、何となくここでは整数の公理の無矛盾性を問題
にしているのかと思っていたわ」

(無限のスーパーレッスン，p.156)

「囲み記事」というのは，ヒルベルトの [32] 第 2問題に関する部分の日本語訳 (と
思われる文章) です．誰の訳とも書いてないので，著者自身の訳ないし翻案と考え
ていいのでしょう．英語圏では，原文 [32] でなく，Mary Frances Winston Newson

による 1902年の英訳の方が読まれているようなので，こちらの方からの翻訳かも
しれません．ところが，この翻訳はいずれのものからの翻訳としても，内容的に不
正確で，上の引用や，前出の p.163 からの引用での問題は，もしかするとこの翻訳
の不正確さに由来する考え違いかもしれません．それで，以下では，この翻訳の問
題点を見てみることにしたいと思いますが，まず，上の p.156 から引用した部分に
ついて言うべきことを述べておきたいと思います．
「整数が存在するのは当たり前ということになっていて、· · ·」とありますが，

これは，本書の「囲み記事」の訳文でも全くそのようには読めないように思えます．
ヒルベルトは，ここで，実数を公理化した体系の無矛盾性について述べているわけ
ですが，整数の体系は，実数の体系に含まれているので，実数の体系の無矛盾性が
厳格に

aus dem finiten Standpunkt

確定的立場から示されれば，その部分体系としての整数の体系の無矛盾性も
示されたことになります．ヒルベルトがこの文章を書いたのは，彼が論理学の研究
を本格的に始めるより前のことだったので，ここではまだ，1階の論理の概念も確
立されておらず，アルキメデスの原理や完備性など，現代の視点から見ると，どこ
でどのように表現されるべきかが不明なものを公理として採ろうとしていて，彼が
ここで言っていることは多分に勇み足の感があるのですが，そうだとしても，後の
vom finiten Standpunkt

確定的立場の [註 101] 考え方の根本になっているアイデアを含め，方向としては，何
が問題なのかは驚くほど正確に押えられていると言えます．
本書では，ここでの話の後，p.164 の「選択公理は超限帰納法を使ってよいこ

と」の話などに続けて，すぐに不完全性定理の話に移行しているのですが，これで
は歴史的な事実に対して大変ミスリーディングな書き方になってしまいます．
ゲーデルの仕事は，この 1900年のヒルベルトの論文への否定的な答としてな

[註 101] この finitem Standpunkt という言葉の使い方については，[註 73]も参照してください．
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されたのではなく，1920年代の後半までに [34] で纒められることになるヒルベル
トの論理学の研究の成果や，更にこの研究成果に最後の一筆を付け加えた，ゲーデ
ル自身による「完全性定理」を前提として，それらの結果を背景にした，したがっ
て，1900年の時点での知見よりはるかに精度の高い言葉で記述されたヒルベルト
の計画に，否定的な答を与える形でなされているからです．[註 102] ただし，この「否
定的」というのが全否定ではないことは，既に議論した通りですし，[29] でもその
ことはゲーデル自身が強調していることでもあります．
上の引用での，「実数の存在が問題になっているのね。」というのも，二つの意

味で問題があります．まず，ここで「問題になっている」のは個別の実数ではなく
て，実数上の基本演算 (や解析関数など)を伴った実数の全体の体系の存在である
ことがこの言い方ではうまく伝わらない，ということです．既に見たような本書の
多くのおかしな内容を思い出すと，うまく伝わらないだけではなく，著者はこの区
別が自分でも分っていない可能性も否定できないわけですが (同様の言葉の不正確
さについては，下で，[32]の，この第 2問題に関する部分の，著者の訳文について
精査するときに，改めて指摘しなくてはならなくなります)．まあ，これは，著者
の問題だけではなく，文法的な複数を持たない日本語の問題，と言うべきかもしれ
ませんが，もう一つの方は，ここで議論しようとしている数学史にからんだ問題と
して，無視できないものです．

Hilbert [32]を見ると，ヒルベルトは，この第 2問題の記述で，最終問題として
は，(関数全体の集合や超限順序数を含む) カントルの集合論の無矛盾性証明まで
を目指していたことが分ります．実数論 (解析学) の無矛盾性[註 103] は，とりあえ

[註 102] ゲーデルの不完全性定理の論文では，当然「Hilbert-Ackermann でのような形式的体系での初
等算術」と言わずに，「Russel-Whitehead でのような形式的体系」と言って，ヒルベルト学派との
直接対決を避けているように見えます．これは，ゲーデルが，最初は，不完全性定理は，高階の論
理で初めて起る現象だと思っていたことと関連しているのかもしれません．ちなみに，フォンノイ
マンはケーニッヒスベルクでのゲーデルとの議論で，これが，一階の論理上の算術での定理になっ
ている可能性を指摘しています．

[註 103] これも，本書ではきちんと説明していないことの一つなのですが，解析学では，実数関数や複
素数関数など，一つ一つの実数よりさらに “階数の高い”対象を扱かうので，一見，実数論と解析
学を同じレベルで考えることはできないように見えます．しかし，連続関数，区分的に連続な関数
etc. など実際に解析学で扱われる関数はすべて，実数で “コードでき”ます．このコーディングに
より，連続関数，区分的に連続な関数 etc. も “実数論”の範囲で扱かうことができるようになるの
です．ただし，Hilbert [32]では，ベースになる論理学の体系がまだ正確に特定できていないので，
Hilbert [32]の時点でのヒルベルトには，今言ったような注意は，まだ時期尚早，と言えるかもしれ
ません．
今述べたことは，歴史的な文献を現代の視点から読むときに生じる現代の視点からの数学的解釈

と歴史的解釈の間に生じる可能性のある，「ゆがみ」の良い例の一つになっていると言えるでしょ
う: 「連続関数 etc. は実数で “コードできる”」ということをここで指摘することは，歴史的文献
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ず達成できそうに見える具体的な目標として掲げられているにすぎず，しかも，当
時のヒルベルトは，この問題はほとんど解けたと思っているらしいことが，Hilbert

[32] からわかります．本書での記述は，それらの背景や時系列の遠近法をすべて無
視して「実数の存在が問題なのね」と短絡的に言いきっているため，著者自身が，
ここで何をどう理解しているかが不明なだけでなく，読者が誤った歴史的な情報を
この前後の文章から汲み取ることになるのは，ほぼ決定的なことに思えます．
このように議論してゆくと，やはり，本書に掲げられているHilbert [32]の第 2

問題の部分の翻訳をきちんと見てみるしかないようです．少し長くなりますが，ま
ず本書での著者の翻訳を挙げて，その後で私の試訳を挙げることにします．ちなみ
に，原著もその英訳もインターネットからダウンロードできるので，オリジナルの
テキストと比較してみたい方は，そちらの方を参照してください．
後で引用しやすいように著者の翻訳に加えられている “○n :” というマークは，

この後の私の翻訳での同じ “○n :” に対応しています．

木村訳: ヒルベルトの第 2問題
○1 : 科学の基礎付けの研究に携わる場合、その科学の基本的な概念の間の関
係を記述する正確かつ完全な公理の体系を構築する必要がある。逆にそのよ
うに構築された公理は、基本的な概念の定義ともなる。そして、科学の領域
で、ある言明が「正しい」とされるためには、○2 : これらの公理から有限回
の論理的なステップを踏むことによって導かれなくてはならない。○3 : 公理
のある部分が公理の残りの部分から導かれるような状況であれば、それは無
駄であり、取り除かれるべきである。こうして公理はそれぞれが互いに独立
な状態にまで持っていくことができる。

しかし公理に関するさまざまな問題のうち、もっとも重要なものは、次の問
題である: ○4 : 公理系が無矛盾であることを証明せよ。すなわち、その公理
系から有限回の論理的なステップを踏むことによって矛盾する結果 (おかし
な結果)が得られることが決してないことを証明せよ。

○5 : 幾何学において、公理の無矛盾性の証明は、適当な実数の体系を構築する

[32] の
overinterpretation

解釈過多になってしまい，[32] の 1900年における状況に対する誤解を生むことになりかね
ないわけですが，一方，それを指摘しないことは，現代の読者の「解析学の無矛盾性証明」(を現代
から見たとき) の意味に対する誤解を助長することになりかねません．
数学書としての “「数学は門外漢」の人への啓蒙”を目指すなら，著者自身がこのような点をき

ちんと区別できていることは勿論ですが，更に，歴史の一コマでの当時の状況と現代の我々が理解
すべき事柄の衝突をうまく回避して，その両方を分りやすい言葉で説明することができる能力も要
求されていると言えるでしょう．
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ことに帰着される。この実数体系の数の間の関係が、幾何学の公理系にあた
るものである。もしも幾何学の公理から矛盾が導かれてしまうようであれば、
その矛盾は実数の体系の中の矛盾として現れてくるはずである。したがって、
幾何の公理の無矛盾性の証明は、実数の体系の公理系の無矛盾性の証明に帰
着される。

○6 : ところで、実数の体系の無矛盾性を証明するには、直接的な方法が必要
である。実数の体系の公理とは、よく知られている計算の規則のことであり、
それに連続性の公理を付け加えたものである。私は最近実数の公理をまとめ
あげたが、連続性の公理は次のより簡単な二つの公理で置き換えることがで
きた。ーつはよく知られたアルキメデスの公理であり、もう一つの新しい公
理は、他の公理を満たす中で、もうこうれ以上元を付け加えることができな
い、完備牲の公理である。私は、実数の公理が無矛盾であることの直接説明
を、慎重な研究と無理数を議論する際の方法を適切に変更することによって
可能だと確信してしいる。

この問題の意義について、別の視点から述べることができる。ある概念が矛
盾を導くならば、その概念は数学的に存在しない。たとえば 2乗して −1 に
なる実数は、数学的に存在しない。逆に言うと、ある概念 (たとえば数とか、
ある条件を満たす関数とか) は、そこから出発して有限回の論理的なステッ
プを踏むことによって矛盾を生じないことが証明されるならば、その概念の
存在が説明された、ということなのである。 今我々は、実数の公理の無矛盾
性の証明を問題にしてしいたわけであるが、それは取りも直さず実数が存在
することを証明するのと同義なのである。実際、実数の公理が無矛盾である
ことの証明か完全に達成された暁には、時にさされかれるような実数体系の
存在に対する疑問などは根拠のないものとして一蹴できるようになるのであ
る。実数、すなわち上で述べられたような連続体、の全体、とは無限小数の
全体や、コーシー列を取り扱う規則の全体、なとではない。それは実数の公
埋によってその相互関係か定められた集合の元全体であり、その公理から有
限回の論理的ステップを踏むことによって導かれる定理が、そしてそれのみ
が正しい、というものである。私の意見では、論理的に有効な実数の概念は、
この意味においてのみ実現される。実際、これは我々の経験と直観にもっと
もぴったり合うように私には思われる。連続体や、すべての関数の概念は、
たとえば整数や有理数と同じような意味で、またカントールによる高次の順
序数も同じ意味で、存在することがわかるはずなのである。最後のものが存
在することは、私が確信するところ、私が説明した意味で連続体と同じよう
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に存在が証明されるはずである。○7 すべての順序数や、すべてのカントール
のアレフについては、私の意味で無矛盾な公理体系は構築できないことが証
明されるだろう。したがってこれらの体系は、私の言葉で言うならば、数学
的に存在しないのである。

次は同じテキストの私の試訳です:

渕野訳: 2. 算術の公理系の無矛盾性 (訳注: ヒルベルトの第 2問題)

○1 : ある科学分野の基礎付けを問題とするときには，その科学分野での基本
概念の間に成り立つ関係を正確かつ完全に記述する公理系を構築することが
必要である．そのように構築された公理系は，同時にそれらの基本概念の定
義ともなっており，その基礎付けについて我々が検証しようとしている科学
分野の領域内の主張が正しいものとされるのは，それが，○2 : ここで構築さ
れた公理系から有限回の論理的推論により導出される丁度そのときとなる．
さらに詳しく見てみると，次のような問が生じる: ○3 たとえば各々の公理の
主張のいくつかが互いに関連性を持っていて，それによって，公理系たちが
互いに完全に独立なものになっているような公理系を得るためには，まだ除
去しなければならない共通部分を含んでしまってはいないか．

しかし，公理系に関して問うてみることのできる問題のうちで，次のものを
最も重要な問題として挙げたい: ○4 : これらの公理たちが，互いに無矛盾で
あること，つまり，これらから出発して，有限回の論理的推論により互いに
矛盾するような結果に至ることが絶対にないことを証明すること．

○5 : 幾何学においては，公理系の無矛盾性の証明は，数の領域をうまく構成
して幾何学の公理たちに類比の数の間の関係が対応するようにし，これによ
り，幾何学の公理たちからの帰結としてのどんな矛盾もこの数の領域での数
論での矛盾として認識されなくてはならないようにすることで達成される．
このようにすることで，求める幾何の公理系の無矛盾性が数論の公理系の無
矛盾性に帰着できたことになる．

○6 : しかし，これに対して，数論の無矛盾性の証明には，直接的な方法をと
るしかない．
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数論の公理系は，本質的には，よく知られた計算則に連続の公理を加えたも
のである．私は最近この公理系を纒めてみたが[註 104] そこでは，連続性の公
理は，それより簡単な二つの公理，つまり，よく知られたアルキメデスの公理
と，数の全体が他の公理をすべて保存してこれ以上は拡張のできないような
対象物のシステム ([訳注]: 集合) になっていることを内容とする新しい公理
(完全性の公理) によって置き換えられている．既知の無理数の理論での推論
方法をここでの目標にむけて精密化し適宜なやりかたで修正することで，こ
の算術の公理系の直接的な無矛盾性の証明が得られることを確信している．

この問題の意義を別の観点にむけて特徴付けるために，次の注意を付け加え
ておきたい．もしある概念に互いに矛盾するような基本性質を付与したとき
には，この概念は数学的には存在しないと言える．例えば，実数でその二乗
が −1 となるようなものは数学的に存在しない．逆にその概念に付与された
基本性質から有限回の論理的推論によって矛盾が導かれることが絶対にない
ことが証明できたときには，それによってその概念，例えば，ある条件を満
たすような数，あるい関数の概念の，数学的な存在が証明された，と言うこ
とができる．前の算術での実数の全体の公理系が問題となっていた場合では，
この公理系の無矛盾性の証明は同時に，実数の全体の実体，あるいは連続体
の存在が証明されたことになる．実際，この公理系の証明が完全に得られた
ときには，実数の全体の実体の存在に対してこれまで持たれてきた嫌疑の正
当性がすべて解消されることになる．ただし，実数の全体の実体，つまり連
続体は，今記述した観点からは，すべての可能な小数点展開や，基本列の項
の展開を制御するすべての可能な法則の全体，などではなく，それらの間の
関係が，ここで与えられた公理系に従い，それらの公理から有限回の論理的
推論によって導けるような事実のみが真であるような対象物からなるシステ
ム ([訳注]: 集合)である．私見によれば，連続体の概念は，このような意味
においてのみ把握することが可能である．実際，この ([訳注]: 連続体の) 概
念は，経験と直観が我々に与えるものに最もうまく対応しているように思え
る．連続体の概念や，すべての関数のシステムはこのとき，整数のシステム
や高階のカントルの数のクラス ([訳注]:超限順序数) と濃度たちと全く同じ意
味で存在する．これらのうち後者のものたちの私が上で記述したような意味
で連続体の存在と同じように証明されるであろうことを確信するからである
○7 これに対して，濃度たち全体のシステムや，カントルのアレフたち

の全体のシステムに対しては，ここでの意味での無矛盾な公理系を作ること
[註 104] Über den Zahlbegriff, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd.8, (1900),

180–183.
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はできないことが示せるので，私の言い方では，数学的に存在しない概念と
いうことになる．

以下で，著者の訳で番号 ○n をふった部分の問題点に関するコメントを書き出
します:

○1 : 本書の訳では「科学の基礎付けの研究に携わる場合」となっていて，「科学
全体の基礎付け」と読める訳文になっていますが，原文では，

”
Wenn es sich darum

handelt, die Grundlagen einer Wissenschaft zu untersuchen“ となっているので，こ
の

”
Wissenschaft“ は「科学」の意味ではなく，「科学の一分野」の意味で使われてい

ることがわかります (訳文のような意味なら
”
· · · die Grundlagen der Wissenschaft

· · ·“と書かれていなくてはいけないでしょう．)． ヒルベルトの最終目標がすべて
の科学の統一的な基礎付けだったことは，この『数学の問題』のここに訳出されて
いる第 1問題や，物理学の基礎付けを課題とする第 6問題などから，うかがい知る
ことができますが，実際にヒルベルトが問題として論じているのは，ここでの「解
析学の無矛盾性」など，具体的に手の動く部分問題なので，その意味でもここの文
章を原文どおり，「ある科学分野の…」と訳すことは，重要になります．この注意
は些細に思えるかもしれませんが，これまでに見てきたような本書の著者の想像を
絶する「理解」が，このような種類の誤読の集積として生れている可能性も小さく
ないように思えます．
○2 : これは純粋に著者の日本語の問題かもしれませんが，「有限回の論理的なス

テップ」というのは意味をなさないように見えます．原文では，これは，
”
mittelst

einer endlichen Anzahl logischer Schlüsse“ と，なっていて，有限回のステップの
各々が論理的なのではなくて，有限な回数の論理的な推論のステップについて言及
していることが明確に表明されています．この指摘もこれだけ見ると揚げ足取りの
ように思えるかもしれませんが，著者が本書で書いているような壮大な誤解を深め
てゆくプロセスでの “小さな一歩の 1つ”，という観点から見ることのできる日本
語の杜撰な扱いの例になっていると言えるとは思えます．
○3 : 「公理のある部分が公理の残りの部分から導かれるような状況であれば、

それは無駄であり、」というのは原文には全くない主張です．原文で主張されてい
るのは，「互いに全く独立な公理たちからなる体系を得たいのなら」という条件の
もとでのものであり，そうでなければ「無駄」である，とは言っていません．
○4 : ここの訳文で「矛盾する結果 = おかしな結果」と言っているように見える

ことは，この著者が，本書で問題としなくてはいけないはずの意味での「矛盾」に
対して全く見当外れな理解をしている可能性を示唆しているように思えます．ヒル
ベルトの原文は私の翻訳に対応するものになっていて，これを読めば誤解の余地の
ないものだと思えるのですが，ここでの「矛盾する結果 = おかしな結果」は本書
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が読者として想定しているであろう，一般の人々がよく陥る誤解を代表しているよ
うにも思えます．たとえば，「バナッハ・タルスキの定理はおかしな結果なので矛
盾だ」というのは，「一般の人々」がいかにも思ってしまいそうなことなわけです
が，ここでの訳文はそれを先取りしているように思えます．
○5 : 「幾何学において、公理の無矛盾性の証明は、適当な実数の体系を構築す

ることに帰着される。」 … だんだんいやになってきました．まるで落語のちはや
ふる」を聞かされているみたいです．これも原文で何が述べられているかは，私の
翻訳を見ていただければ，分ると思います．本書の著者は，日本語を含む言語能力
に重大な欠陥があるか，または，ある体系の各命題を他の体系の対応する命題に翻
訳する，というアイデアを全く理解していなくて，ヒルベルトの説明を読んだ後に
もまだそれが理解できないかの，いずれかでしょう．このパラグラフ全体として，
この訳文でヒルベルトが原文で明快に説明している内容が問題なく理解できた人
がいたとしたら，その人の驚くべき日本語能力を賞賛せずにはいられないでしょ
う[註 105] ．
○6 : ここでの文を「ところで」と始めたのは，純粋に語学力の問題なのかもし

れませんが，文章の内容のつながりが全く見えずに翻訳していることを示している
ものでもあるように思えます．
まだ色々細かい点の指摘は沢山できるのですが，だんだんうんざりしてきたの

で，枝葉の指摘はとばすことにして，ここでは最後に，歴史的な文献を，十分な知
識を持たない人が読むことの危険性を示す良い例となっている，○7 の部分につい
て見てみたいと思います．
ここでのヒルベルトの原文は明らかに混乱しています．クラスが集合でないと

いうことと，対応する概念が矛盾する，ことが同じことであるように述べられてい
るのですが，これは現代から見ると，本書の著者の混乱と同レベルのおかしな発言
に思えます．ヒルベルト計画では，何もないところから，必要になる道具を用意し
ていって，1920年代後半から 1930年代の前半に [34] や [35] の第 I巻での証明の
体系やその理論として，現代からの視点に近い見方が確立されることになったわけ
なので，初期の段階の，そこに至る試行錯誤の途上での論文や解説文では，現代か
ら見るとナンセンスに思えるような表明が多く含まれていたとしても何の不思議も
なく，実際，そのようなものが多く含まれています．歴史的文献を引用をする場合
には，そのような，今日から振り返ってみると一見意味をなさないように見える表
明の背景を分析できるだけの広い知識と知性が，必要になるわけですが，本書の著
者の場合は，歴史的文献の混乱と一緒になって過去の思索の混濁に身をまかせてし

[註 105] もちろん，この “賞賛せずにはいられないでしょう” は，ドイツ語で書くとしたら，皮肉をこ
めて Konjunktiv (接続法) で書くことになるはずのものです．

62



まっているので[註 106] ，ここでの問題点についても，何も触れられていません．
1900年の段階では，(ビールジョッキと椅子と机の幾何学にもかかわらず) 数学

理論のモデルは範疇的なものと考えられていて[註 107] ，だから，集合論の中で対象
の全体が真のクラスになるような概念の理論は，集合を台集合とするようなモデル
がとれないと考えて，これを矛盾する，と捉えた，というのがヒルベルトのここで
の理解の仕方だったのではないかと思われます．この時点では，まだ，スコーレム
の定理も得られておらず，形式的言語や証明の形式的体系もきちんと定式化される
前であり，したがって (シンタクティカルな) 無矛盾性の正確な定義もまだ与えら
れていなかったわけなので，そのような状況で可能だった議論の精度を考慮したと
きには，このような混乱は有り得るものだったと結論すべきだろうとは思います．
本書の著者は，そういうわけで，この○7 についての批判的なコメントは何も書

いていなくて，むしろ，既に引用した本書 p.163 でのように，「数学の議論の中で
はクラスを使っちゃいけないの」というような，これの尻馬に乗るような，おかし
なことすら書いているわけです．
逆にヒルベルトについては，既に [註 106]で述べたような，数学の問題の可解性

に関するヒルベルトのオプティミズムを攻撃しています．この攻撃は，ゲーデルの
不完全性定理によって，そのようなオプティミズムが的をはずれたものになった，
というような判断が背景にあるのだろうと思いますが，不完全性定理が明らかにし
たのは，そのようなオプティミズムに対して数学的な最終的な論拠を与えることが
できない，ということに過ぎず，[15] でも述べたように，この信念は独立命題が沢
山見つかっている現在でも，修正された形で[註 108] 多くの数学者が信じていること
でもあり，現在でもこれを信じてはいけないことの理由は何も与えられていないと
確言していいと思います．
[The rest will be written soon.]

[註 106] しかも，本書では，そのような混濁の中で，これまでにも幾つか引用したような，ヒルベルト
の数学の問題の可解性に関するオプティミズムを (感情的に) 批判する表明は沢山ちりばめられて
いるわけなのですが，これは，自分が数学を理解していないことの醜い言い訳のようなものなのか
もしれません．

[註 107] たとえば 1920年前後に書かれたヴァイルの「連続体」[56] でも，そこで導入された数学理論
の記述している数学的世界が範疇的なものとして (現象学で “unmittelbar gebeben” と表現される
ような意味で，我々の認識に対して与えられたものとして) 扱われています．しかも，この視点の
不完全性定理以降に必要になるはずの修正，ないし付記は，この本の 1960年のリプリントでも全
くされないままになっています．

[註 108] つまり，「数学的に意味のある命題は必ずその真偽が決定する」とか，「数学的な命題について
は，それが独立だとすれば，その独立性は必ず決定できる」などという形の信念として．
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8 数学と音楽
本書の著者については，一つの大きな謎がある．それは，本書がこれまでの分析で
も明らかになったような，究極的な内容の破綻があるにもかかわらず，彼の書いた
もっと古典的な数学に関する啓蒙書や文章では，少なくとも私が確かめた範囲で
は，ここまで極端な内容の破綻が見られないように思えることである．早稲田大学
名誉教授の江田勝哉先生は，「論理学は数学者にはとても難しいものなので，数理
論理学について理解ができないのは無理のないことなのだ」と仰るのだが，そんな
単純なことなのだろうか？ もちろん脊髄反射的な直観だけで数学をしていて，自
分がやっていることが何だか説明のできない「優秀な数学者」というのは沢山いる
かもしれないが，本を書こうとする人は，そういう人たちとは違う人たち (である
べき) ではないか？ 仮に，論理学は数学者にはとても難しいものである，というこ
とが事実だとしても，曲がりなりにも数理論理学に関連する本を書こうとするよう
な人なら，論理学の理解に必要になる能力に欠陥があれば，それに自分で気が付い
て，それを補う努力をするか，直接論理学に関連する話題に関する本を書くという
ような彼／彼女にとって不可能な野望を自主的に放棄するかのどちらかを行うこと
にならないだろうか？ つまり，この本書の著者の本書以外の本をざっと見てみた
ところでは，そのような行動のどちらかに出られるくらいの知性は感じられるよう
にも思えるのである．
しかし，このことは (芸術) 音楽で，極めて類似の現象が多発していることを思

い起こしてみると，(そういう現象が起っているということ自体は) 納得ができる
ようにも思えてくる．
私はかつて，[15] で，以下のように書いた．

本稿での，以下の「脱線」で問題にしている「音楽」は，n) で言っ
ていると思われるような種類のものではなく，後に出てくる G. Ligeti

の名前が示唆しているように，通常の商業音楽としては耳にすること
のない西洋のクラシック音楽 (商業音楽としてのクラシック音楽のこと
でもない) の延長線上の (純粋) 音楽のことである．数学 (これについ
てもここで言っているのは応用数学ではなく純粋数学である) と，その
ような音楽の間には，それを理解できる人がごく限られていることや，
その美学や，それをとりまく (ここで触れた “アマチュア” の現象を含
む) 社会構造や，歴史的な変遷に，単なるアナロジー以上の密接な類似
性が見られる，という点を指摘しておく必要があるだろう．評者は，こ
の類似性を論じることは数学論を論じるとき避けることのできない論
点の一つとなると思っているのだが，もちろん本稿はこれについて更に
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議論をすることが適当な場所ではない．
（渕野: 『[[[不完全性定理に挑む]に挑む]に挑む]』，[15]）

ここでも，「音楽と数学」というテーマを本格的に取り上げようと思っているわ
けではないのだが，本稿で論じている話題に関連して，音楽の側で頻繁に生じてい
る，本書での著者のそれと平行なものと思える次のような現象については指摘して
おきたい:

プロフェッショナルな音楽家として認められている人で，(ロマン派や広い意味
でのロマン派に属する音楽やそれ以前の) 古典的な音楽に対しては非常に深い造詣
を持っているように思える発言をしているのに，近代以降の音楽について話はじめ
ると滅茶苦茶としか言いようのない発言をする人が少なくない．
たとえば，「テレマンはバッハより偉大な音楽家である」という発言は，(西洋の

芸術) 音楽の素養を少しでも持っている人なら，滅多には口にしないだろう[註 109] ．
しかし，私の経験でも，音楽の「プロ」と看倣されている人の中にも，「ラフマニノ
フはシェーンベルクより偉大である」とか「ラフマニノフは正しい音楽だがシェー
ンベルクは間違っている」というような言明や，内容的にそれに相当するような発
言を公にする人は決して少なくない[註 110] ．
日本での例では，少し前に話題になった，例の「聾の作曲家」事件のときに，明

らかに “映画音楽もどき” でしかない過去のスタイルの踏襲ないしパロディーによ
る「作品」を傑作として褒めちぎった「プロの」日本人音楽家の映像が複数 youtube

に upload されたことがあった．それから，こちらの方は，英語で書かれているこ
とが多いので，日本での，というより世界での反応なのだろうが，上で一つの例と
して挙げたシェーンベルクに関しての例に戻ることにして，彼の作品の演奏[註 111]

[註 109] このことは，勿論，「テレマンの方がバッハより気楽だから好きだ」というような嗜好の表明を
禁止するものではないはずだが，このような発言すらも，芸術音楽の通人をもって自らを認じてい
る多くの人は，軽薄なバロックファンと思われることを恐れて口にしないだろう．

[註 110] ここでも，「ソープオペラを見ているようで心地がよいので，ラフマニノフの方がシェーンベル
クより好きだ」というような嗜好の可能性についての批判をしているわけでは勿論ないし，いわゆ
る「癒し」を求めるというような実用主義文化の文脈では，当然そのような嗜好の方が自然だろう．

[註 111] ここで言っている演奏の中には，Glenn Gould のような，既成の “権威”を持っているはずの
演奏家によるものも含まれている！！ もちろん権威にとらわれないのはいいことなのだろうが，
Gould の「権威」にとらわれない，あるいは彼の音楽コミュニティーでの「権威」を知らないとし
ても，巷の価値観の権威にはとらえられているというか，ある意味その尻馬に乗っているわけなの
で…．この大勢の (つまり巷の) 価値観の尻馬に乗って，ある種の巷では支持されない「権威」を
攻撃して，権威にとらわれていない，という姿勢を誇示する，というのは，「苛めっ子気質」の一つ
の典型に思えるし，似たようなパターンは，日本の「元気の良い政治家」の発言の中などにも見る
ことができる．
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の youtube の upload に対して (ほとんど意味をなさないような内容の) ネガティ
ヴなコメンツが大量に集まってきているのを観察することができる．しかも，例え
ば，実際にはシェーンベルクの作品と少なくとも同等に難解なはずの (つまり少な
くとも同程度の耳の訓練の必要であるはずの) バッハの作品には，同様のネガティ
ヴなコメントが書かれることは全くない，というのも，非常に面白い現象であると
思う．
小学校などでの，いわゆる「いじめっ子」は，誰を苛めていいのか，というこ

とに関して，恐しく鋭い直観を持っていることが多い．今言った youtube でのネ
ガティヴ・コメンツの現象も，この「いじめっ子の直観」のようなもので動いてい
るのかもしれない．
本書の著者の，古典的な数学に対しては，まあ妥当と言えるような内容の本や

雑誌記事などを書いているようなのに，論理学が関連したことに関しての発言をし
た途端におかしなものになる，というのも，上で言った音楽で頻繁に起っている現
象と同様のメカニズムが背後で働いているのではないか，と邪推してみたくなる所
以である．
もっとも，もしこの著者が “いじめっ子的直観から”本書を書いているのだとす

ると，それはそれで痛すぎる，としか言いようがないようにも思えるのであるが．
[The rest will be written soon.]

9 数学の哲学と数学者の哲学
このテキストは，具体的な対象 (木村俊一著『無限のスーパーレッスン』) の批判
という隠れ蓑の下での数学論，数学の哲学，日本 (出版)文化論のための試論を行な
う，という意味合いも持つものでもあったのですが，以降の章ではこの隠れ蓑から
抜け出て，本書に対する私の論点と関連する事柄に関して 特にこの節では，
節の題にあるような 2つの事項に関して もう少し抽̇象̇的̇に̇見通しよく纒めた
論考を行なっておきたいと思っています．そのため，既に議論した話題と多少かぶ
る話題も多少含まれている可能性もあります．
「数学の哲学」あるいは，「哲学」そのものは，日本文化とは直交するものなの

かもしれません．「方丈記」はある意味の哲学的エッセーと言うことはできるかも
しれませんが，この「方丈記」にしても，「葉隠」にしても，「風姿花伝」にしても，
それ以外のいかなる「哲学的」と呼べるような内容を持っていると思われる日本の
書籍を思い浮かべてみても，それらは，どれも人生譚，あるいは，近年日本で「理
念」なる単語と対でよく言われることの多い「方法論」以上のものではないように
思えます．もちろん，たとえばカントの数学論と比較のできるような，和算の哲学
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的考察も全く無かったと考えていいでしょう．
そういう背景があるために，日本の数学者は全般的に「数学の哲学」に対して

懐疑的，軽蔑的で，彼等が「哲学」と言ったときには，それは自分自身の数学に対
する思い入れの表明のようなものにすぎないことも多いように思えます．そうい
う意味の「私の哲学」的数学書は沢山出版されていて，それらはそれなりに大変面
白い読みものだし，教えられるところも少なくなかったりもするわけではあるので
すが…．
数学者が「哲学」に対して懐疑的だ，というのは，日本だけの特殊事情ではない

ようにも思えますが，この一般的傾向は，日本文化での哲学不在のバイアスのため
に，日本ではより強調された形で現れている，と言えそうです．またこの日本人数
学者たちの哲学不信は，日本で「数理哲学」と言われる分野を研究している人たち
自身の問題によって，更に深刻さを深めている，とも言えるかもしれません．たと
えば，私自身の経験で言えば，少し昔に，日本でデデキント研究の第一人者の 1人
と言われている哲学者と話をしたときに，この方が「デデキントの書いたものは，
形式論理で書かれていないのでその正当性の保証がないことが問題である」という
ようなことを言われたので，大変驚いたことがあました．もちろん，これを formal

に書き直してみるというのは，数学能力のない人のためには適当な課題にはなるか
もしれないし，今日だったら，mizar かなにかを使って，デデキントのやったこと
を (弱い集合論の体系の上で) 展開してみるというようなことができたとすれば，
そのような (数学にクリエーティヴに加担のできる能力は持っていないような) 人
の業績にさえなるかもしれないわけですが，ここに本質的な問題がないことを見通
すことのできる知性を持ちあわせていないような人が「数学の哲学」を研究してい
る，という事実は，大変不快なものだし，こういうことを真顔で言われることがあ
ると，日本の「哲学者」の言うことはあまり信用できない，ということを結論せざ
るを得なくなってしまいそうです．
本書では，西洋哲学への不信感は随所に滲み出ています．しかし，これは今言っ

たような自分の回りにいる何もわかっちゃいないカッコつきの「哲学者」に対する
不信感ではなく，哲学そのものに対する不信感のようです．例えば:
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「関連する話をさせてもっていいかしら？ この間たまたまヒルベルトに関する
研究集会に出たのよ。そしたらそこで京都大学の林晋先生という方が面白い発
表をされていたのね。林先生は、『ヒルベルトノート』という、ヒルベルトのメ
モ帳を手に入れて研究されてるんだけど、その中にすごく面白いことが書いて
あるとおっしゃるのよ。たとえば 1890年くらいに『人間の理性の公理とは、ど
ういうものか？多分こういう公理が与えられるだろう。すべての問題は解ける』
ですって」
「へえーっ、ヒルベルトさん、そんなこというたはるんですか？」
「ヒルベルトは博士号を取る時に卒業試験の第 2テーマがカントだったらしい
のね。だからそれにも関係あるんじゃないかって話なんだけど、私カントのこ
とは知らないから」
「何かずいぶん楽観的ですよね。すべての問題って、やっぱり数学の問題のこ
とを言っているんでしょうか？」
「そう思うわよ」

(無限のスーパーレッスン，p.118)

よく数学者でない人が「私数学のことは分らないから」とぬけぬけと仰るのと
同じような乗りで「私カントのことは知らないから」という台詞が出てくのには，
つい失笑してしまったのですが…．
このテキストを書き始めたのは，政治的 populism が世界的に台頭しはじめる

前だったのですが，現在の政治的危機状況からあらためて考えなおしてみると，本
書の著者のこれらの「哲学」に対する否定的な発言は，この「政治的 populism 」で
の同様の発言でと類似のメカニズムが背後にあると理解すべきことではないのか，
と考えはじめています．つまり，「政治的な権力を得るためには一般大衆に支持さ
れなければいけない」という事情と，「書いた本が売れるには，一般大衆のよろこぶ
ものを書かなければいけない」という事情への短絡的対処は似たようなものになっ
てしまう，ということが有り得るのではないかと思うのです．少なくとも，政治的
populism も，ここでの “ベストセラー populism” も哲学的乃至科学的熟慮に対す
る蔑視という点は，共通しているように思えます．しかも，この作戦は，哲学的乃
至科学的熟慮についてこられずにストレスをためている大衆を喜ばせて，voters の
取得や，本の売れ行きという量的な成果を着々と挙げているのではないかと考える
と，実に憂鬱な気分にさせられます．
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10 一般向きの本を書くということ，売れる本を書くと
いうこと，これに対しての所謂「啓蒙」

「啓蒙」と言うと「なんて上から目線な」と反発する人もあるかもしれません．し
かし，科学の研究 ただし，ここで科学と言っているのは，日本で「科学技術」
と言うときの「技術」の添えものとしての科学のことではありませんし，人文科学
も含めて言っているつもりです に携っている人の中には，多大な努力や犠牲
をはらって自分が達成し得た「真実」の認識や，それを理解したことの喜びを多
くの人と共有したい，という純粋な (?)願望から，「啓蒙」とよばれる (講演，本の
執筆などを含む) 活動につい手を出してしまう人も少なくないのではないかと思い
ます．
ただし，そういう動機で書かれた「本格的な啓蒙書」は，それが (本来の意味

で) とても分りやすく書かれているものであったとしても，読者に「分った」とい
う錯̇覚̇を与えるようなものにはならないことが多く，一般の意味での「一般向き」
の本とはなりにくいので，「売れる」本となることはほとんどないと言えるのでは
ないでしょうか？
このことが既に日本語で「本格的な啓蒙書」を書くことの不可能性を規定して

しまっているように思えます．これは，日本語が英語のような世界語でなく，しか
も，日本語を世界語にするための努力を日本文化が全くしてこなかったことのつ
けが回ってきている，ということでしょう．日本語を世界語とする努力をしてこな
かっただけでなく，日本語を論理的な記述をデフォルトでそこにのせることのでき
るような言語に鍛えあげる努力も，ほとんどされてこなかったと言っていいように
思えますし，この状況が未来に改善される兆しも全くないようにも見えます．
つまり，こういうことです: 「本格的な啓蒙書」を読みこなすことのできる人

の数は，科学のどの分野でも非常に小さなものになるでしょうが，この数が，直ち
に「本格的な啓蒙書」の需要の規模に対応するというわけではないでしょう．必ず
しも読みこなせないかもしれないとしても「本格的な啓蒙書」を読んでみようと試
みる人の数や，「本格的な啓蒙書」を蔵書に加えることに誇りを感じる人の数，そ
のような本をほとんど自動的に蔵書に加える図書館の数，なども，この実際の需要
を決定する要素として考えられるからです．
しかし，そのような要素を加味して評価したとしても，1つの国での「本格的な

啓蒙書」の需要が，ごく制限されたものになることは避けられないでしょう．そう
だとすれば，「本格的な啓蒙書」の書ける言語は，文化的な指向の強い特別な国や
文化圏の言語である，という可能性を除くと，英語 (やスペイン語?) のように事実
上の国際語となっている言語でしかあり得ないのではないかと思うのです．実際，
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(スペイン語については私はほとんど読めないので何とも言えないのですが) 英語
に関して言うと，この言葉で書かれた，質の高い本格的な (つまり本来の意味であ
るべき意味での「一般向き」であるところの) 啓蒙書の (古今の) 例が沢山思い浮
かびます．
このことは，もちろん，日本語で，「本格的な啓蒙書」でないものを書いていい

ことの正当化を与えるものではありえませんが，日本の出版社が「本格的な啓蒙書」
ではない「売れる」

fake

偽“啓蒙書” を出版したくなる大きな要因になる，ということ
は言えるでしょう．
しかも，日本には，本来，出版社が本を出版するかどうかを，(売れるかどうか，

というような商売人の勘による判断基準は別として…[註 112] ) 原稿の内容に則して
客観的に精査するシステムがちゃんと用意されていない，ということも，この「売
れる」偽物の啓蒙書を許容してしまう傾向に拍車をかけているように思えます．因
に，私自身の経験では，アメリカなどの外国の出版社や科学研究支援組織から，本
の原稿についての意見や，研究プロジェクトについての意見を求められたことが何
度もあるのですが，日本からは JSPS から，とても個別の内容的な評価がで
きるようなものではない数のプロポーザルの審査依頼がまとめてどっと来る[註 113]

ことがあることを除くと このような評価の依頼を受けたことは一度もありま
せん． (20.07.20(月 18:24(JST)) の付記) これを書いたときには，全く忘れて
いたのですが，実は 2013年に日本評論社の編集者の大賀さんに，田中尚夫先生の
書いた本の原稿について意見を求められたことがありました．これは結局，本の第
一部をなす翻訳の改良の手伝いを私がすることになって，最終的には，私が翻訳を
完全に書き換えたものして，上でも既に引用した [56] の訳／註釈本として，出版
されました．これは私にとっては，予定外の大変な作業になってしまいました．本
の内容評価ということでは，常道をはずれてしまったかもしれませんが，実直に役
割を果せたとは思っています．
[The rest will be written soon.]

[註 112] ドイツ語圏では，出版は文化人がやっている，という意識が今でも続いているように思えます．
たとえばドイツのテレビに出てくる出版社の社長には文化人としての発言が求められていて，個別
にはその人たちがそう呼ばれるに値する人であるとは限らないとしても，少なくとも，そのような
期待に応じて，彼等があやつる言葉は，文化人のそれです．これに対して日本では，江戸時代から，
命懸けで支配者にそむく出版をする少数の例外などを除くと，出版とは純粋なビジネスそのもので
しかなかったのではないかと思います．

[註 113] つまり，求められているのは審査者の科学者としての内容評価ではなく，科学者でなくてもで
きるような整合性のチェックに「毛のはえたもの」のようなものなのでしょう．私はこのような仕
事を引き受けた場合，「科学者の立場からの評価」を真面目に試みてしまい疲労困憊してしまうこ
とが多いのですが…．
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11 「よくわかる本」の受容の背景
人は，世界が自分の思っているようなものであってほしいと願っているし，自分の
思い込みから外れた事柄は，なかったことにしてしまおうとする努力を，意識的に
も無意識的にも，積んでしまいがちであるようにも見えます．もちろん，正しい教
養を積むことで，

universe

世界が，自分の思いこんでいるものと違うかもしれない，という
ことに対する心がまえを保持することもできるかもしれませんが，それでも，例え
ば，自分の世界観と異る事実をつきつけられたときに，怒りだしてしまう人，とい
うのは，正しい教養を積んでいるはずの人たちの中にさえ (特に年をとった人たち
の中には) 少なからず見受けられます．特に，何等かの権力を持つことになってい
る人たちや，そういう人たちに属していると思っている／思い込んでいる人たちの
中で，この傾向が強いように思えます．
「よくわかる本」とされている本は，「分った」という幻想をいだかせてくれる

本であることが多いように思えますが，これは，この，「世界が自分の思っているよ
うなものであると思い込みたい人」の要求に答えるものになっているのでしょう．
世界が自分の思っているようなものであると思い込んでいられるためには，本当に
分ったかどうかが問題ではなく，分ったと思っていられること自体が問題となるか
らです．
それだから，多くの人は，「分った」という幻想をいだかせてくれる偽物の本を

積極的に手に取ろうとするようにさえ思えます．
このような状況を考慮すると，むしろ，日本を含めて，世界の本の出版業界は，

良本を出版するために，実にけなげに努力を積んでいる，と言うべきなのだろうと
は思います．
一方，人は，予期しないことを聞いて驚きたい，という欲求も強く持っているよ

うです．「...の不思議」とか，「...の脅威」とか，「誰も教えてくれなかった ...」な
どという，ベストセラーと呼ばれるような本についていそうなタイトルの類型は，
そのことに対応している (つまり，このような本のタイトルの設定によって，人々
の欲求に乗じて本が売れる可能性がある (と考えられている)，あるいは実際に売
れるとが多い) ことを示唆しているように思えます．
この，自分は，世界を分っていると思い込んでいる人たちを，煽て上げて，か

つ，そのような人たちが，愉快な，予期しなかったような驚きを与えられたと感じ
られるような本，というような条件を満たす “ベストセラー” が，それと比べてみ
ると，ここで取り上げている木村氏の著書すら，ひどくまともなものに見えてしま
うような，大変な代物でありえる，ということについては，私は，ひょっとすると，
まだ十分には理解できていないのかもしれません．
[The rest will be written soon.]
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12 ヒルベルトの計画と数学の無矛盾性
この節で書くことは前の 2節より更に，本書『無限のスーパーレッスン』の問題点
となっている事柄が位置している場所とは違うレベルでの議論になっているように
見えるかもしれません．また，節の独立性のため，前に既に議論した内容を少し違
う言葉で繰り返している部分もあります．
前の 2節で述べたこともそうですが，ここで述べることも，後で，どこか別の

ところで，独立した論説として，更に子細な議論を試みたいと思っています．この
節に述べることをここに書いておくのは，『無限のスーパーレッスン』では「一般
の人」の視点に媚びて嘲笑的に扱われている，「数学の基礎の問題」を，真剣に考察
しようとしたときに取り上げられることになるだろう問題のいくつかについての，
可能な議論の 1つを示しておきたいからです．「一般向け」の本で，ここで論ずる
ようなことを本格的に展開することは，現実世界で，この「一般の人」というのが
どういう人かをよく考えてみると，残念ながら，不可能なことかもしれないし，第
10節で述べたような，日本語の状況を考えると，不可能なだけではなく，やって
もあまり意味のないもののような気もしてきますが，少なくとも，本書でのような
テーマについて「一般向け」の本を書こうとする人自身は，ここで述べるような議
論についての考察を進められるだけの能力を持った人であるべきだと思います．
残念なことに，第 1節から第 9節で既に見たように，本書の著者は，そのような

議論を追うことのできるだけの背景知識や (数学)能力にさえ欠けていると判断す
るしかないようにも思えます．あるいは，そような人のふりをして，「一般」の人に
受けるような「トンデモ本」を意図的に書いています．そうだとすると，著者が，
ここで議論することを本書に書かなかった，ことを取り沙汰するのは，彼にとって
かわいそうな批判になってしまう，あるいは，批判してみても馬耳東風である，と
考えるべきでしょう．
ただし，本書の著者が随所で書いている，ヒルベルトに関するネガティヴなコ

メント，例えば，68ページで引用した，本書 p.118 での言明については，第 9節の
最後で述べたような，単に同情すれば済むようなものではない問題を含んでいる可
能性も低くありません．
本書の著者は，ヒルベルトに対する否定的，嘲笑的な態度を，本書で何度も名

前の引用されている，林晋氏から継承したのかもしれません．もちろん，本書と，
林氏の研究を，同列に議論しようとしているわけではないのですが，たとえば，[15]

でも引用したように，林氏の [30] では，

(無矛盾性と完全性の証明を通じて数学の救済を目指した) ヒルベルトのプログ
ラムは
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ゲーデル後も，ゲンツェンの新たな参加などにより継続はされたが，…
(中略) … やがてナチスによりベルナイスを含むユダヤ人が追放され，
「数学がなくなってしまった」ゲッチンゲンで，ヒルベルト計画も静か
に消えていったのである．

[30], 第 II部 5.17 『終焉』 の結び

として，『平家物語』の終りを起想させるような (アンティ)クライマックスが強調
されていて，それまでの記述がすべてここに収斂するよう演出されています．
また，同じ [30] の第 II部 5.16 の終りには，

しかしフォン・ノイマンは，このニュース[註 114] をヒルベルトに伝えな
かったらしい，… (中略) … 彼は，パリ講演でのイグノラビムス批判を
繰り返した後，こう結んだのである．「我々は知らねばならない．我々
は知るであろう」

[30], 第 II部，5.16

『1930年ケーニヒスベルク』の結び
とあり，ここの文章は，フォン・ノイマンが教えてあげなかったために，ヒルベル
トは的外れになってしまったこの「我々は知らねばならない．…」 を彼の講演の
結語として選んでしまった，と言っているようにも読めますが，これは，本書の著
者のヒルベルトの同様の言明に対する嘲笑的コメントの元ネタだったかもしれま
せん．
林氏の [30] では，論調は嘲笑的ではないかもしれませんが，ここで解釈したよ

うな「ヒルベルトの的はずれな発言」というような見方は必要以上に強調されてい
るように思えます．これに関して，私は，この本の書評 [15] で，次のように書き
ました．少し長いですが，脚注を含めて引用します．

しかし，このヒルベルトの講演の結語が，不完全性定理によって数学に
対する有効性や文化的な適切性を失なってしまった，という見方の方こ
そ，全く的外れというか，それこそ Ignorabimus 論者のさしがね的発
言でしかないであろう．
　数学のすべての仮説は数学的思考の集中により必ず解決できる，とい
う数学者[註 115] の信念は，不完全性定理によっていささかもゆるいでは
いないし，この信念の “正しさ” は，とどまることを知らない数学の進

[註 114] 第１不完全性定理がゲーデルによって証明されたこと．
[註 115] [引用文での脚注] ここで言っている “数学者” は単に tax declaration の職業欄に mathemati-

cian と書くような人という意味でなく，数学の創造に加担している人，あるいは加担できる人，と
いう意味である．
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歩が保証してくれていると言っていいだろう[註 116] ．数学から独立な命
題が沢山見つかっているではないか，という反論があるかもしれない
が，数学から独立な命題を研究している数学者は，(数学からの独立性
が疑われる) どの数学の命題も，その命題かその命題の否定の証明が見
つかることで，それが独立でないことが反駁されるのでなければ，その
命題の独立性は必ず証̇明̇で̇き̇る̇，という信念を持っていると思うし，こ
の信念の妥当性を裏付ける数学の結果も数えきれないほどあり，現在，
爆発的な研究の進展の中で，さらに得られつつもある．

『ヒルベルトはそれほど大した数学者ではなかった』，『ヒルベルトは，晩年，耄
碌して，「数学基礎論」などに手を染めた』 等々，というようパターンの発言は，
色々なところで目にすることがあります．特に日本では，高木貞治の「ヒルベルト
訪問記」([51]) がそのような種類の発言のパターンに先鞭をつけたと言えるでしょ
う．ちなみに，この「訪問記」の書かれた，1932年は，ゲーデルの不完全性定理の
発表された一年後なので，もし高木貞治が logic に対していくらかでも造詣を持っ
ていたとすれば，この作文はもっとずっと有意義なものになっていたはずです．そ
ういうイタい作文ではあるのですが，実際には，1930年代には，高木貞治の周辺
の人々も含めて，不完全性定理を正̇し̇く̇理解した日本人は一人もいなかった可能性
も低くないようにも思えるので，これは，いずれにしても無理な注文と言えるかも
しれません[註 117] ．
ついでに言えば．志村五郎の [50] には，ヒルベルトに対しても，高木貞治に対

しても，否定的な発言があります．もっとも，[50] の出版は本書よりずっと後だと
はしても，本書が [50] に影響を及ぼした，ということはまずないと言っていいよ
うに思えます．
第 8節でも述べた「いじめっ子の直観」のようなものを持っている人は，高木

[註 116] [引用文での脚注] もし数学の進歩が頭打ちになる時がくるとすると，その理由は不完全性定
理ではなく，むしろ人間の知力の限界と発展しきった数学の複雑さの兼ね合いにあることになる可
能性が高いように思える．しかしそのような飽和状態は，コンピュータが思索の補助装置としてよ
り積極的に使われるようになれば，かなりの程度先送りされることになるだろうと思うし，ひょっ
とすると，人類の歴史の有限性のために最後まで逃げきれてしまう可能性も低くはないような気も
する．

[註 117] これは，1930年代の前半に，ゲーデルの研究結果が日本で紹介されていなかった，ということ
ではありません．不完全性定理の日本での受容の歴史については，例えば，[55] を参照してくださ
い．しかし，当時の，これらの結果の日本での紹介記事や書籍での記述を精査してみると，少なく
とも筆者が目を通せた範囲では，1930年代での，これらの結果の一般的な理解のスタンダードに照
し合わしたとしても，正しい理解に基く解説になっているとは言いがたいものしか，見つけること
ができませんでした．
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貞治の文章や，この文章を拡大再生産した沢山の日本人の書いた同様のコメントを
見て，ヒルベルトの悪口を言っていいんだ，と学習して，何も考えずに，(たとえ
ば林氏の文章からも汲み取れる否定的な身振りを) 受け売りしてしまうのではない
でしょうか．
ゲーデルの不完全性定理によって，ヒルベルトの計画がヒルベルトが思い描い

たような形で成就することはあり得ないことが示された，ということは，ヒルベル
トの計画自身が無意味であったということを意味するものではないはずですし，ヒ
ルベルト計画が無意味になった，ということも意味するものではないように思え
ます．
第 2節でも既に述べたように，ヒルベルト自身は，ヒルベルトの計画が，彼の思

い描いていたような仕方で完結した暁には，数学者たちは，数学の基礎付けの研究
を終えて，安心して，従来の数学研究に戻ってゆくことができる，というように考
えていたようで，彼の書いた論説の中には，実際にそのような表明も見られます．
ゲーデルの不完全性定理が否定したのは，数学者が，この「普通の」数学に戻って
ゆくことができる可能性でした．この意味では，数学が健全な科学として発展する
ためには，未来永劫にわたって，数学の基礎付けや，その研究から派生した数理論
理学を，避けて通ることはできない，というのが，この定理の結論のはずなのです
が，それを理解できない，あるいは理解することを拒否している数学者があまりに
多いことには，驚嘆の念を禁じ得ませんし，本書のような本を書いてしまう人まで
出てくることは，開いた口が塞がらない，とでも形容するしかほかないようにも思
えます．
ここでは，まだ書くべきことが沢山残っているようにも思えますが，とりあえ

ず，上でも部分的に引用した [30] の第 II部 5.16 の終りで話題となっている，ヒル
ベルトの 1930年のラジオ講演のテキストとその訳，およびそれに関する，ここで
述べていることとも関連するコメントを書いた，[21] について，読者の注意を促す
に止めたいと思います．
[上に書いた結語に見えるパラグラフにもかかわらず，まだ続きを書く予定です]
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