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f : R → R がコーシーの方程式 f(x+ y) = f(x) + f(y) を満たすとき，f は何
になるだろうか？

定数倍を与える関数 x 7→ ax はこのようなものとなっているが，

(∗) f(x+ y) = f(x) + f(y) を満たす関数で定数倍関数でないものは存在するのだ
ろうか？

一見非常に単純に見える問題であるが，実は，この問題の答は選択公理を認めるかどうか
で違ってくる：選択公理の下ではコーシーの方程式を満たす関数で定数倍関数と異なるも
のが無数に存在するが，選択公理を認めないときには，「コーシーの方程式を満たすすべて
の関数は定数倍関数である」という命題が正しいものでありうる．以下の小文ではこの事
情について細説する．
第 1節で，ZFC1では上の問題 (∗) に肯定的な解が与えられることを示し（定理 5），選

択公理を仮定しないときには，この問題の解が否定的なものになり得る（系 8, 定理 1 も
参照．）ことを述べる．第 2節では，第 1節の後半で述べた問題 (∗) の否定的解のために必
要となる定理（定理 9, 系 19）を凸関数に関して一般化した形で証明する．第 3節は第 2

節で用いた，可測集合に関する Steinhaus の定理（定理 16）と，これの双対であるベール
の性質を持つ集合に関する Picard の定理の一般化（定理 23）の証明を与える．第 4節は，
第 1, 2節の結果の応用として，R 上の自己同型写像と C 上の自己同型写像で自明でない
ものの存在に関する結果を証明する．第 5節ではバナッハ空間から R（または C）への線
型写像の連続性について考察する．
記述は self-contained になるように努めた．読者に仮定したのは，教養課程の解析学と

線型代数の基礎的な知識を別にすれば，測度論のごく初歩的な部分の知識程度である．た

0このテキストは，渕野 昌，加法的関数の連続性について, 中部大学工学部紀要，Vol.37, (2001), 55–64. の
下書きの拡張版である．出版されたものは，https://ci.nii.ac.jp/naid/120006519383/enから download

できる．
1ZFで選択公理以外の集合論の公理を集めた公理系をあらわす．ZFは集合論の公理系を確立した E. Zermelo

(1871–1953) と A. Fraenkel (1891–1965)の名前の頭文字からきている．ZFC で ZF に選択公理 (Axiom of

Choice) を加えた公理系をあらわすことにする．
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だし第 4節では代数学の基礎と超限帰納法の知識が仮定され，第 5節では集合論の多少高度
な知識が仮定されている．これらについては，それぞれ教科書 [4] と [3] を参照されたい．
証明は [5] を参考にして書いた．特に Steinhaus の定理（定理 16）と Piccard の定理

（定理 23）の証明は [5]のものをほとんどそのまま踏襲した．第 1節の終りで述べた Shelah

の結果と無矛盾性の強さに関連する注意は，ミシガン大学の Andreas Blass 教授から，彼
との email による議論を通じて教わったものである．
本稿は，[1] と [2] の続編である．次の第 1節で言及した集合論の公理系と命題の無矛

盾性の強さやその集合論的背景についての一般向きの解説が， [1] で与えられている．[1]

と [2] ではいくつもの結果が証明なしに引用されているが，本稿ではすべての定理に対し
完全な証明が与えられている．

1 加法的関数
以下では N > 0 をある自然数とする．関数 f : RN → R が加法的とは，f がコーシーの sec1

等式と呼ばれる次の関数方程式を満たすことである2：

すべての x, y ∈ RN に対し， f(x+ y) = f(x) + f(y).

連続な加法的関数は次のように特徴付けることができる：

定理 1 f : RN → R を加法的関数とするとき，以下は同値である： additive

(a) f は連続である．
(b) c = 〈c0, . . . , cN−1〉 ∈ RN で，すべての x = 〈x0, . . . , xN−1〉 ∈ RN に対し，f(x) =

c0x0 + · · ·+ cN−1xN−1 となるようなものが存在する．

定理の証明のためにまず次を示す：

補題 2 f : RN → R を加法的関数とする．x0,. . . , xn−1 ∈ RN , q0,. . . , qn−1 ∈ Q とする Q

とき，
f(q0x0 + · · ·+ qn−1xn−1) = q0f(x0) + · · ·+ qn−1f(xn−1)

が成り立つ．

証明． 加法性により，すべての x ∈ RN と q ∈ Q に対し，f(qx) = qf(x) が成り立つこ
とを示せばよい．

n ∈ N, n > 0 とすると，f の加法性により，任意の x ∈ RN に対し，

f(x) = f
( 1

n
x+ · · ·+ 1

n
x︸ ︷︷ ︸

n 個

)
= f

( 1
n
x
)
+ · · ·+ f

( 1
n
x
)

︸ ︷︷ ︸
n 個

となるから，任意の x ∈ RN と n ∈ N, n > 0 に対し，

(1) f
( 1
n
x
)
=

1

n
f(x)

2以下の議論のほとんどは，凸集合 D ⊆ RN 上に定義された関数 f : D → R に対して一般化することが
できる．しかし，ここでは煩雑さをさけるために RN 上の関数のみを扱うことにする．
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となることが分る．ふたたび f の加法性と (1) により，任意の q ∈ Q, q > 0 に対し，
q =

m

n
, m,n ∈ N, n 6= 0 として，

(2) f(qx) = f
(m
n
x
)
= f

( 1

n
x+ · · ·+ 1

n
x︸ ︷︷ ︸

m 個

)

= f
( 1
n
x
)
+ · · ·+ f

( 1
n
x
)

︸ ︷︷ ︸
m 個

=
1

n
f(x) + · · ·+ 1

n
f(x)︸ ︷︷ ︸

m 個

=
m

n
f(x) = qf(x)

となることが分る．次に，f の加法性から，

f (⃗0) = f (⃗0 + 0⃗) = f (⃗0) + f (⃗0)

だから，f (⃗0) = 0 となる．このことから，

0 = f (⃗0) = f(x+−x) = f(x) + f(−x)

により，任意の x ∈ RN に対し，

(3) f(−x) = −f(x)

となることが分る．したがって，(2) と (3) により，q ∈ Q, q < 0 に対しても，−q > 0 に
注意すると，

f(qx) = f(−(−q)x) = −f((−q)x) = −(−q)f(x) = q(x)

となることがわかる． (補題 2)

定理 1の証明． i ∈ N, i < N に対し，

ui = 〈0, . . . , 0,
i 番目
1, 0, . . . , 0〉 ∈ RN

とする．
ci = f(ui)

とすると，補題 2 により，q⃗ = 〈q0, . . . , qN−1〉 ∈ QN に対し，

f(q) = f(q0u0 + · · ·+ qN−1uN−1)

= q0f(u0) + · · ·+ qN−1f(uN−1) = q0c0 + · · ·+ qN−1cN−1

となる．つまり，上のような c0,. . . , cN−1 に対し，QN の元に対しては定理の (b) が成り
立つ．よって，QN は RN で稠密だから，f が連続なら，上のような c0,. . . , cN−1 に対し，
定理の (2) が成り立つことが分る．
逆に (2) が成り立つなら，f が連続であることは明らかである． (定理 1)

N = 1 の場合には，上の定理はさらに次のように拡張できる：
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定理 3 f : R → R を加法的関数とするとき，次は同値である： additive1

(a) f は連続である;

(b) ある c ∈ R に対し，f(x) = cx がすべての x ∈ R に対し成り立つ；
(c) f は単調である．
定理の証明には次の補題が必要になる：
補題 4 f : R → R を単調関数とするとき，f の不連続点は高々可算個しか存在しない．
証明． f は単調増加とする．単調減少の場合も証明は同様である．D ⊆ R を f の不連続
点の集合とする．D が非可算と仮定して矛盾を示す．f が単調であることから，各 x ∈ R
での f の値の左極限と右極限が存在する．これらをそれぞれ f−(x), f+(x) であらわす．
つまり，x ∈ R に対し，

f−(x) = lim
y→x−0

f(y), f+(x) = lim
y→x+0

f(y)

である．f は単調増加であることから，f−(x) ≤ f+(x) となる．
d(x) = f+(x)− f−(x)

とすると，x ∈ D なら d(x) > 0 となる．d の定義と f が単調増加であることから次は明
らかであろう：
Claim 4.1 任意の n ∈ N と x0, x1,. . . , xn, xn+1 ∈ R で，

x0 < x1 < · · · < xn < xn+1

となるものに対し，
f(xn+1) ≥ f(x0) + d(x1) + · · · + d(xn)

が成り立つ． a
D は非可算だったから，鳩の巣原理により，k ∈ N, k > 0 と非可算な D′ ⊆ D で，

すべての x ∈ D′ に対し， d(x) >
1

k

となるものがとれる．もう一度鳩の巣原理を用いて，l, m ∈ Z, l < m で，D′ ∩ (l,m) が
非可算になるようなものがとれる．このとき任意の M ∈ N に対し，x1,. . . , xM ∈ D′ で

l < x1 < x2 < · · · < xM < m

となるものがとれるから，Claim 4.1 により，

f(m) ≥ f(l) + d(x1) + · · · + d(xM ) ≥ f(l) +
M

k

となるが，これは不可能である． (補題 4)

定理 3の証明． (a)⇔ (b) は定理 1 の特別な場合である．(b)⇒ (c) は明らかだから，あ
とは (c)⇒ (a) を示せばよい．

(c) を仮定して f が連続でなかったとして矛盾を示す．f を x∗ ∈ R で連続でないとす
ると，f が単調増加であることから，上昇列 xn ∈ [−∞, x∗), n ∈ Nと下降列 yn ∈ (x∗,∞]、
n ∈ N で，
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(1) lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = x∗

かつ，

(2) lim
n→∞

f(xn) < lim
n→∞

(yn)

となるものがある．任意の r ∈ R に対し，d = x∗ − r とすると，(1) により，

(3) lim
n→∞

(xn − d) = lim
n→∞

(yn − d) = x∗ − d = r

で，補題 2 と (2) により，

(4) lim
n→∞

f(xn − d) = lim
n→∞

f(xn)− f(d) < lim
n→∞

f(yn)− f(d) = lim
n→∞

f(yn − d)

となる．したがって，f は r でも連続でない．r は任意だったから f は R のすべての点
で不連続となるが，これは 補題 4 に矛盾である． (定理 3)

選択公理の下では連続でない加法的関数は無数に存在する．

定理 5 (Hamel, 1905) 選択公理を仮定する．このとき任意の N > 1 に対し，連続でない hamel

加法的関数 f : RN → R が存在する．

証明． RN と R を Q 上の線型空間と見なしたとき，RN から R への任意の Q-線型写像
は加法的関数になる．B を RN の Q 上の基底とすると B から R への任意の写像は RN

から R への Q 上の線型写像に拡張される．このような写像は 22
ℵ0 個あるから，数の上

からその中には連続でないものが含まれることは明らかである（この証明の直後の注意を
参照）．
こう書くとこの証明は非常に非構成的であるように思えるかもしれないが，実はB を

固定すると，連続でない加法的関数を，例えば次のようにして具体的に定めることもでき
る： 一般性を失わずに B は 定理 1 の証明での u0,. . . , uN−1 を含んでいるものとしてよ
い．h : B → R を i = 0, . . . , N − 1 に対し，h(ui) = 0, x ∈ B \ {u0, . . . , uN−1} に対し
h(x) = 1 と定義すれば，定理 1 の証明から，h によって決まる RN から R への Q 線型
写像は連続とはならない． (定理 5)

上の証明から，RN から R への加法的関数は 22
ℵ0 個存在することが分るが，RN から

R への連続関数はその QN への制限によって確定するから，その数は高々 2ℵ0 しかないこ
とがわかる．したがって，数の上ではほとんどすべての加法的関数が不連続であることが
分る．
定理 5 の証明では，RN の Q 上の基底 B の存在を保証するために選択公理が用いら

れていた．このような基底は Hamel 基底と呼ばれている．Hamel 基底 B の構成のために
は，選択公理からの帰結の１つである R 上の整列順序の存在があれば十分であることは明
らかであるが，V = L の下では，R の整列順序で ∆1

2 集合となるものが存在する．定理 5

の証明の後半でも明らかなようにこのような整列順序から連続でない加法的関数は構成的
に得られる．したがって，

命題 6 V = L が成り立つとすれば，RN から R への連続でない加法的関数で，（この関
数をグラフとして見たときに） ∆1

2 集合となるようなものが存在する．
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選択公理を仮定しないときには，状況は全く違ったものでありえる．Sierpiński の定理
により，すべての可測な加法的関数は連続になる (定理 9 を参照) が，このことから直ち
に次が分る：

定理 7 ZF + “すべての実数の集合はルベーグ可測である” のもとで，すべての RN から xxx

R への加法的関数は連続になる．

証明． 仮定からすべての RN から R への関数は可測となる．特にすべての加法的関数は
ルベーグ可測になる．したがって Sierpiński の定理によりこれらの関数はすべて連続であ
る． (定理 7)

決定性の公理 (AD) から “すべての実数の集合はルベーク実数は可測である” が帰結で
きる3. したがって，

系 8 (ZF + AD) すべての RN から R への加法的関数は連続となる． alladditive

ZF + “すべての実数の集合はルベーグ可測である” は ZFC + “到達不可能基数が少な
くとも１つ存在する” と無矛盾等価である ([6])4. そこで，ZF + “すべての加法的関数は連
続である” でも巨大基数の無矛盾性の強さが関与しているのかどうかは興味のある問題と
なるが，実は，これは（巨大基数の仮説を必要とせず） ZFC（のみ）と無矛盾等価となる
ことが次のようにして分る：

Sierpiński の定理と同様にして，ベール関数となるような加法的関数も連続になること
が分る（系 19を参照）が，Saharon Shelah [6] により，ZF + “すべての実数の集合はベー
ルの性質を持つ” は ZFC と無矛盾等価である．上の定理と同様に，ZF + “すべての実数
の集合はベールの性質を持つ” から，“すべての加法的関数は連続となる” ことが示せるか
ら，後者の命題を ZF で考えたものも ZFC と無矛盾等価であることが分る．

2 凸関数の連続性
f : RN → R が凸関数であるとは，すべての x, y ∈ RN に対し，

f
(x+ 1

2

)
≤ f(x) + f(y)

2

が成り立つことである．
この節では，次の定理の証明を与える：

定理 9 (Sierpiński の定理) conti

f : RN → R を可測な凸関数とするとき，f は連続である．

補題 2 により，加法的関数は凸関数であるから，上の定理から，すべての可測な加法的関
数は連続であることが導け，このことから定理 7 が得られる．
まず凸関数の基本的な性質を証明しておく：

補題 10 f : RN → R を凸関数とするとき，任意の n ∈ N, n > 0 と x1,. . . , xn ∈ RN に mean-value

3決定性の公理については例えば [3] を参照されたい．
4決定性の公理の無矛盾性は，これよりずっと大きな巨大基数の無矛盾性と等価になる．
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対し，不等式
f
(x1 + · · ·+ xn

n
) ≤ f(x1) + · · ·+ f(xn)

n

が成り立つ．

証明． n ∈ N が 2p の形をしているときに上の不等式が成り立つことは， p に関する
帰納法で示せる．一般の n に対しては，p を n < 2p となるようにとる．任意の x1,. . . ,

xn ∈ RN に対し，xn+1 = · · · = x2p =
x1 + · · ·+ xn

n
として，x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2p

を考えると，

n
( 1

2p

2p∑
i=1

xi
)
=

1

2p

(
n

n∑
i=1

xi +
2p∑

i=n+1

nxi
)

=
1

2p

(
n

n∑
i=1

xi +
2p∑

i=n+1

(
n∑

i=1

xi)
)

=
1

2p
(2p

n∑
i=1

xi) =
n∑

i=1

xi

だから，
1

2p

2p∑
i=1

xi =
1

n

n∑
i=1

xi

となる．したがって，2p に対しては補題の不等式が成り立っていることを使って，

f
(x1 + · · ·+ xn

n

)
= f

(x1 + · · ·+ x2p

2p

)
≤ f(x1) + · · ·+ f(x2p)

2p

=
f(x1) + · · ·+ f(xn) +

2p−n 個︷ ︸︸ ︷
f
(x1 + · · ·+ xn

n

)
+ · · ·+ f

(x1 + · · ·+ xn
n

)
2p

となるから，

2pf
(x1 + · · ·+ xn

n

)
− (2p − n)f

(x1 + · · ·+ xn
n

)
≤ f(x1) + · · ·+ f(xn)

したがって，
nf

(x1 + · · ·+ xn
n

)
≤ f(x1) + · · ·+ f(xn)

となり，補題の等式が成り立つことが分る． (補題 10)

補題 11 f : RN → R を凸関数として，x, y ∈ RN , q ∈ Q[0, 1] とするとき， proportion

f(qx+ (1− q)y) ≤ qf(x) + (1− q)f(y)

が成り立つ．
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証明． q ∈ {0, 1} のときには，上の不等式は自明である．q ∈ Q ∩ (0, 1) として，q =
m

n
とすると，補題 10 により，

f(qx+ (1− q)y) = f
( m 個︷ ︸︸ ︷
x+ · · ·+ x+

n−m 個︷ ︸︸ ︷
y + · · ·+ y

n

)

≤

m 個︷ ︸︸ ︷
f(x) + · · ·+ f(x)+

n−m 個︷ ︸︸ ︷
f(y) + · · ·+ f(y)

n

=

m 個︷ ︸︸ ︷
f(x) + · · ·+ f(x)

n
+

n−m 個︷ ︸︸ ︷
f(y) + · · ·+ f(y)

n

= qf(x) + (1− q)f(y)

となる． (補題 11)

関数 f : RN → R に対し，mf : RN → {−∞} ∪ R を次のようにして定義する：
x ∈ RN と r > 0 に対し，K(x, r) で x を中心とした半径 r の開球を表すことにする5.

K(x, r) = {y ∈ R : ||x− y|| < r}

である．x ∈ RN と r > 0 に対し，

φx(r) = inf f ′′K(x, r)

とする6. φx(r) ∈ {−∞} ∪ R である．ここで，

mf (x) = lim
r→0+

φx(r)

と定義する．
mf (x) = lim

n→∞
inf f ′′K(x,

1

n
)

である．
f : RN → R が x ∈ R で上に局所有界であるとは，x の近傍 U で，f |̀ U が上に有界

になること，つまり，ある M ∈ N で f ′′U ⊆ (−∞,M) となることとする．
したがって f が x ∈ R で上に局所有界でないのは，x のどんな近傍 U をとっても，任

意の M ∈ N に対し，f(t) ≥ M となるような t ∈ U がとれることである．

定理 12 f : RN → R を凸関数とする．x ∈ RN に対し，mf (x) 6= f(x) なら，f は x で locally-bounded

上に局所有界でない．

証明． x ∈ RN で mf (x) 6= f(x) とする．任意の x の近傍 U と M ∈ N に対し，t ∈ U

で f(t) ≥ M となるものが存在することを示せばよい．
まず mf (x) = −∞ の 場合を考える．このときには，δ ∈ RN で，

5これはまったく余談であるが，開球をよく大文字の K で表すのは，ドイツ語の球をあらわす単語 ‘Kugel’

に由来している．
6f ′′X で f の X による像をあらわす．つまり f ′′X = {f(y) : y ∈ X} である．
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(-1) x+ δ, x− δ ∈ U

かつ，
(0) f(x+ δ) < 2f(x)−M

となるようなものがとれる．(0) により，
(0’) M < 2f(x)− f(x+ δ)

である．このとき，補題 10 により，

f(x) = f
(x+ (x+ δ) + (x− δ)

3

)
≤ 1

3

(
f(x) + f(x+ δ) + f(x− δ)

)
だから，

2f(x)− f(x+ δ) ≤ f(x− δ)

となる．したがって，t = x− δ とすれば，(-1) により t ∈ U で，(0’) により，M ≤ f(t)

である．
次に mf (x) > −∞ とする．p = f(x) −mf (x) とすれば，仮定により p > 0 である．

n ∈ N を
(1)

1

2
(n− 1)p+mf (x) > M

となるようにとり，h ∈ RN を，
(2) {x+ kh : k ∈ Z, |k| ≤ n} ⊆ U

かつ，
(3) mf (x)−

1

2
p < f(x− h) < mf (x) +

1

2
p

となるようにとる．これは mf (x) の定義から可能である．ここで，x1,. . . , xn ∈ U を，
x1 = · · · = xn−1 = x− h, xn = x+ (n− 1)h

ととると，補題 10 により，

f(x) = f(
x1 + · · ·+ xn

n

)
≤ (n− 1)f(x− h) + f(x+ (n− 1)h)

n

となる．したがって，
n(f(x)− f(x− h)) + f(x− h) = nf(x)− (n− 1)f(x− h) ≤ f(x+ (n− 1)h)

である．一方 (3) により，

上式の左辺 ≥ n(f(x)− (mf (x) +
1

2
p)) + (mf (x)−

1

2
p)

= n((mf (x) + p)− (mf (x) +
1

2
p)) + (mf (x)−

1

2
p)

= n · 1
2
p+mf (x)−

1

2
p

= (n− 1) · 1
2
p+mf (x) > M

である．したがって，f(x+ (n− 1)h) > M となるが，(2) により x+ (n− 1)h ∈ U だか
ら，t = x+ (n− 1)h が求めるようなものとなっていることが分る． (定理 12)
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定理 13 f : RN → R が凸関数のとき，mf : RN → R は連続な凸関数となる．

上の定理の証明は冗長である（[5] ではこの定理の証明に 10ポイント組みで約 4ページ費
やしている）ので，この定理を次の形に弱めたものの証明を与えておく（以下の応用には
この形のもので十分である）．

補題 14 f : RN → R を凸関数とする．f が x ∈ RN で上に局所有界なら，mf は x で連 m-f

続である．

証明． f が x ∈ RN で上に局所有界なら，定理 12 により，f(x) = mf (x) である．この
ことと局所有界性から，任意の ε > 0 に対し，r ∈ R, r > 0 と M ∈ R, M > 0 で

f ′′K(x, r) ⊆ (f(x)− ε,M)

となるものがとれる．0 < r∗ < r を固定する．n ∈ N, n > 0 に対し，y ∈ K(x,
r∗

n
) なら，

ある y′ ∈ K(x, r∗) により，
y =

1

n
y′ +

n− 1

n
x

とあらわせる（たとえば y′ = x+ n(y − x) と置けばよい）．このような y, y′ に対し，補
題 11 により，

f(x)− ε < f(y) ≤ 1

n
f(y′) +

n− 1

n
f(x) ≤ M

n
+

n− 1

n
f(x)

となる．n を十分に大きくとれば，上の不等式の右辺は < f(x)+ ε とできる．このような
n に対し，y ∈ K(x,

r∗

n
) なら，|mf (y) −mf (x)| ≤ ε となる．したがって，ε > 0 は任意

だったから，f は連続であることが分る． (補題 14)

定理 15 f : RN → R を凸関数とする．ある空でない開集合 O ⊆ RN で f |̀ O が連続にな O

るなら，f 自身連続である．

証明． f が連続でないとして矛盾を導く．f が連続でないなら 定理 12 と補題 14 によ
り，x∗ ∈ RN で，f は x∗ で上に局所有界でないようなものがとれる．
一方 f は O で連続だから，空でない開集合 O′ ⊆ O と M ∈ N, M > 0 で，

(0) f ′′O′ ⊆ (−M,M)

となるものがとれる．
x′ ∈ O′ とする．δ ∈ R, δ > 0 を K(x′, δ) ⊆ O′ となるものとする．f は x∗ で上に局

所有界でないから，t ∈ RN で，

(1) ||t|| < δ

3

かつ
f(x∗ + t) >

M + f(3x∗)− f(x′)

3

となるものがとれる．したがって，
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(2) M < 3f(x∗ + t)− f(3x∗) + f(x′)

である．このとき，補題 10 により，

f(x∗ + t) = f
(3x∗ + (x′ + 3t)− x′

3

)
≤ 1

3
(f(3x∗) + f(x′ + 3t)− f(x′))

だから，

(3) 3f(x∗ + t)− f(3x∗) + f(x′) ≤ f(x′ + 3t)

となる．(2) と (3) から

M < 3f(x∗ + t)− f(3x∗) + f(x′) ≤ f(x′ + 3t)

となる．ところが，(1) により x′ + 3t ∈ K(x′, δ) ⊆ O′ だから，これは (0) に矛盾である．
(定理 15)

定理 16 (Steinhaus) A, B ⊆ RN を零集合でない可測集合とする．このとき，int(A+B) 6= steinhaus

0 となる．

定理 16 の証明は次の節で与えることにして，ここでは上での準備と 定理 16 から，次が
示せることを見ることにする：

定理 17 f : RN → R を凸関数とする．T ⊆ RN を零集合でないルベーク可測集合として，
g : T → R を可測関数で，すべての x ∈ T に対し，f(x) ≤ g(x) となるものとする．この
とき，f は連続になる．

証明． k ∈ N に対し，
Dk = {x ∈ T : g(x) < k}

とする．g は可測関数だから，各 Dk は可測集合となり，D =
⋃

k∈NDk である．したがっ
て，k∗ ∈ N で m(Dk∗) > 0 となるものがとれる7．

Claim 17.1 f は 1

2
Dk∗ +

1

2
Dk∗ 上で上に有界である．

` x ∈ 1

2
Dk∗ +

1

2
Dk∗ とすると，d, d′ ∈ Dk∗ で，x =

d+ d′

2
となるものがとれるが，f は

凸関数だから，
f(x) = f

(d+ d′

2

)
≤ 1

2
(f(d) + f(d′))

≤ 1

2
(g(d) + g(d′)) < k∗

となる．したがって，
f ′′

(1
2
Dk∗ +

1

2
Dk∗

)
⊆ [−∞, k∗)

である． a (Claim 17.1)

7m(X) で可測集合 X のルベーク測度を表すことにする
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1

2
Dk∗ は可測で，m

(1
2
Dk∗

)
=

1

2
·m(Dk∗) > 0 だから，Steinhaus の定理（定理 16）に

より，int
(1
2
Dk∗ +

1

2
Dk∗

)
6= ∅ となる．O ⊆ 1

2
Dk∗ +

1

2
Dk∗ を空でない開集合とすれば，

Claim 17.1 により，f は O 上で上に有界だから，定理 12 により，f |̀ O = mf |̀ O となり，
補題 14 により，これは連続である．したがって，定理 15 により，f は RN 全体でも連
続となることが分る． (定理 17)

D = RN , f = g とすることにより，定理 17 から，定理 9 が導ける．定理 16 は “零
集合でない可測集合” を “疎集合でないベールの性質を持つ集合” で置き換えても成り立
つことが知られている（Piccard の定理 — 定理 23 を参照）．したがって，定理 17 の証明
は “零集合でないルベーク可測集合”, “可測関数” をそれぞれ “疎集合でないベールの性質
を持つ集合”, “ベール関数” で置き換えても同じように行うことができる．よって次が得
られる：

定理 18 f : RN → R を凸関数とする．T ⊆ RN を疎集合でないベールの性質を持つ集合
として，g : T → R をベール関数で，すべての x ∈ T に対し，f(x) ≤ g(x) となるものと
する．このとき，f は連続になる．

系 19 f : RN → R を凸関数でベール関数となっているとするとき，f は連続である． conti2

したがって，前節の終りでの議論と同様にして次が分る：

系 20 ZF + “すべての RN から R への凸関数は連続である” は，ZFC と無矛盾等価であ
る．

命題 “すべての実数の集合はルベーク可測である” および命題 “すべての実数の集合はベー
ルの性質を持つ” は決定性の公理 (AD) から帰結できる．したがって：

系 21 (ZF + AD) すべての RN から R への凸関数は連続である．

3 Steinhaus の定理と Piccard の定理の証明
完全のために，この節では前節で証明なしに引用した Steinhausの定理（定理 16）と Piccard

の定理の証明を与えることにする．
まず Steinhaus の定理の証明を与える．次の補題を用いる：

補題 22 A, B, C ⊆ RN を可測集合とし，m(A) < ∞ とする．このとき，

|m(A ∩B)−m(A ∩ C)| ≤ m(B 4 C)

が成り立つ．

証明．
m(A ∩B)−m(A ∩ C)

= m(A ∩B ∩ C) +m(A ∩B ∩ (R \ C))−
(
m(A ∩B ∩ C) +m(A ∩ (R \B) ∩ C)

)
= m(A ∩B ∩ (R \ C))−m(A ∩ (R \B) ∩ C)
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だから，

|m(A ∩B)−m(A ∩ C)| ≤ m(A ∩B ∩ (R \ C)) +m(A ∩ (R \B) ∩ C)

≤ m(B ∩ (R \ C)) +m((R \B) ∩ C)

= m(B 4 C)

である． (補題 22)

Steinhaus の定理（定理 16）の証明． 一般性を失うことなく A, B はコンパクトとし
てよい．t ∈ RN に対し，w : RN → R を，

w(t) = m(A ∩ (t−B)) =

∫
RN

χA(x) · χt−B(x)dx

により定義する8．

Claim 22.1 w : RN → R は連続である．

` 任意の t ∈ RN に対し，wが tで連続であることを示す．ε > 0を任意にとるとき，開集合
Gで，t−B ⊆ Gかつm(G\(t−B)) <

1

2
εとなるようなものをとる．(t−B)∩(RN \G) = ∅

だが t−B も RN \G も閉集合だから，これらの集合の間の距離 δ は 0 より真に大きい．
以下で w ′′K(t, δ) ⊆ (w(t) − ε, w(t) + ε) となることを示すが，ε > 0 は任意だったか

ら，これにより証明が完了する．
h ∈ RN で ||h|| < δ なら，t+ h−B ∩ (RN \G) = ∅ となる．つまり，t+ h−B ⊆ G

である．したがって，

m((t+ h−B) \ (t−B)) ≤ m(G \ (t \G)) <
1

2
ε

となる．同様に，m(t+ h−B) = m(t−B) だから，

m((t−B) \ (t+ h−B)) ≤ m(G \ (t+ h−B))

= m(G)−m(t+ h−B)

= m(G)−m(t−B)

= m(G \ (t−B)) <
1

2
ε

となる．したがって，||h|| < δ なら，

m((t+ h−B)4 (t−B)) < ε

となることが分る．したがって 補題 22 により，このような h に対し，

|w(t− h)− w(t)| = |m(A ∩ (t+ h−B))−m(A ∩ (t−B))|

≤ m((t+ h−B)4 (t−B)) < ε

となる．したがって，w ′′K(t, δ) ⊆ (w(t)− ε, w(t) + ε) が示せた． a (Claim 22.1)

8χX で集合 X の特性関数をあらわす．
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w(t) の連続性により，
∫
RN

w(t)dt が存在するが，w の定義と Tonelli の定理により，
∫
RN

w(t)dt =

∫
RN

∫
RN

χA(x)χt−Bdxdt

=

∫
RN

∫
RN

χA(x)χt−Bdtdx

=

∫
RN

χA(x)
( ∫

RN
χt−Bdt

)
dx

=

∫
RN

χA(x)
( ∫

B
(t− x)dt

)
dx

となる．ここで， ∫
B
(t− x)dt =

∫
RN

χB(u)du

だから， ∫
RN

w(t)dt =

∫
RN

χB(u)du ·
∫
RN

χA(x)dx = m(B) ·m(A) > 0

である．特に w(t∗) 6= 0 となる t∗ ∈ RN がとれるが，Claim 22.1 により w は連続だから，
t∗ の近傍 U で，すべての t ∈ U に対し，w(t) 6= 0 となるようなものが存在する．ところ
が，w(t) 6= 0 なら，w の定義から，m(A ∩ (t−B)) 6= 0 だから，特に A ∩ (t−B) 6= ∅ で
ある．a ∈ A ∩ (t − B) とすれば，a ∈ A で，t − b = a となるような b ∈ B が存在する．
つまり，t = a+ b, a ∈ A, b ∈ B と書けるから，t ∈ A+B である．以上から U ⊆ A+B

となり，int(A+B) 6= ∅ がわかる． (定理 16)

Piccard の定理は Steinhaus の定理のカテゴリーでの双対であるが，ここでは以下の一
般化された形で証明しておく：

定理 23 (L. Dubikajtis, C. Ferens, R. Ger, M. Kuczma, 1973) (X,+,O) を分離的な位相 piccard

群とする（ただし必ずしも + は可換でなくてもよい）．A, B ⊆ X を疎集合でないベール
の性質を持つ集合とるすとき，int(A+B) 6= ∅ が成り立つ．

証明． 仮定により，X 自身も疎集合でない．したがって，X の任意の空でない開集合は
疎集合でない： G ⊆ X が空でない開集合で疎集合でもあるとして，a ∈ G を１つ固定す
る．このとき，すべての x ∈ X に対し，G−a+xは開集合で疎集合となる．x ∈ G−a+x

だから，X は各点で局所的に疎集合となるが， X は分離的だったから，このことから X

自身も疎集合であることが帰結できてしまい矛盾である．
A, B はベールの性質を持ち疎集合でないから，空でない開集合 G, H と疎集合 P , Q,

R, S で，
A = (G ∪ P ) \R, B = (H ∪Q) \ S

となるものがとれる．g ∈ G と f ∈ H を固定して，

G0 = −g +G, H0 = H − h, A0 = −g +A, B0 = B − h

とする．このとき，

G0 \A0 = (−g +G) \ (−g +A) = −g + (G \A)
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は疎集合となり，同様に H0 \B0 = (H \B)− h も疎集合になる．

U = G0 ∩ −H0

とすると，U は開集合で 0 ∈ U だから，U は空でない．したがって次の Claim により証
明が完了する．

Claim 23.1 g + U + h ⊆ A+B.

` 各 t ∈ U に対し，
Ut = U ∩ (U − t)

とする．Ut は開集合で，0 ∈ Ut だから，Ut は空でない．

Ut \A0 ⊆ U \A0 ⊆ G0 \A0

だから，Ut \A0 は疎集合である．同様に，

Ut \ (−B0 − t) ⊆ (U − t) \ (−B0 − t) = (U \ −B0)− t ⊆ (−H0 \ −B0)− t

だから，Ut \ (−B0 − t) も疎集合である．一方，

Ut ⊆ (A0 ∩ (−B0 − t)) ∪ (Ut \A0) ∪ (Ut \ (−B0 − t))

だから，A0 ∩ (−B0 − t) は疎集合でない．特にこの集合は空でないから，各 t ∈ U に対
し，at ∈ A0 ∩ (−B0 − t) がとれる．したがって，

g + t+ h = (g + at) + (−at + t+ h) ∈ A+B

である． a (Claim 23.1)

(定理 23)

4 R と C 上の自己同型写像
実数体 〈R,+, ·, 0, 1〉 上の自己同型写像は R 上の恒等写像 idR 以外には存在しないことが
次の補題から分る：

命題 24 f : R → R が，すべての x, y ∈ R に対し endR

(1) f(x+ y) = f(x) + f(y);

(2) f(xy) = f(x)f(y)

を満たすとき，f は値 0 をとる定値関数となる（つまり，すべての x ∈ R に対し，f(x) = 0

となる）か，あるいは，R 上の恒等写像 f = idR となるかのいずれかである．

証明． すべての x ∈ R, x ≥ 0 に対し，(2) により，

f(x) = f((
√
x)2) = (f(

√
x))2 ≥ 0
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である．したがって，(1) により，x, y ∈ R に対し，x < y なら，

f(y) = f(x+ (y − x)) = f(x) + f(y − x) ≥ f(x)

となるから，f は単調増加であることがわかる．(1) により f は加法的関数だから，定理
3 により，ある c ∈ R で，f(x) = cx がすべての x ∈ R に対し成り立つようなものが存在
する．このことと (2) により，

c = f(1) = f(1 · 1) = f(1)f(1) = c2

となるから，c = 0 または c = 1 である．c = 0 の場合には f は定値関数 f(x) = 0 とな
り，c = 1 の場合には f = idR となる．いずれの場合にも f が (1) と (2) を満たすことは
明らかである． (命題 24)

系 25 idR は，唯一の 〈R,+, ·, 0, 1〉 上の自己同型写像である．
証明． f を 〈R,+, ·, 0, 1〉 上の自己同型写像とすると，命題 24 により，f(x) = 0, または
f = idR のいずれかだが，前者は R の自己同型写像ではない． (系 25)

〈C,+, ·, 0, 1〉 では自己同型に関する状況は 〈R,+, ·, 0, 1〉 でとは異なったものになる．
命題 26 f : C → C が連続で，すべての z0, z1 ∈ C に対し，
(1) f(z0 + z1) = f(z0) + f(z1);

(2) f(z0z1) = f(z0)f(z1)

を満たすなら，f は定値関数 z 7→ 0, 恒等写像 z 7→ z, 共役写像 z 7→ z のいずれかである．
証明． f : C → C を連続で，すべての z0, z1 ∈ C に対し上の (1) と (2) を満たすものと
する．f0 : C → R, f1 : C → R をそれぞれ，すべての z ∈ C に対し，

f0(z) = Re(f(z)), f1(z) = Im(f(z))

となるものとして定義する．
(3) f(z) = f0(z) + f1(z)i

である．仮定により，f0 と f1 は連続である．R は位相加法群としては R2 と同型だから，
標準的な同型写像により f0, f1 は R2 から R への加法的関数に対応する．したがって，f0
と f1 の連続性から，定理 1 により，c00, c01, c10, c11 ∈ R で，すべての x, y ∈ R に対し，
(4) f0(x+ yi) = c00x+ c01y; f1(x+ yi) = c10x+ c11y

となるものが存在する．したがって (3) と (4) を整理すると，a, b ∈ C で，すべての z ∈ C
に対し，
(5) f(z) = az + bz

となるようなものが存在することが分る．x = y = 1 と置くと， (5) と (2) により，

a+ b = f(1) = f(1 · 1) = f(1)f(1) = (a+ b)2

となるから，
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(6) a+ b = a2 + 2ab+ b2

となる．同様に x = y = i に対し，

−a− b = f(−1) = f(i · i) = f(i)f(i) = (ai− bi)2

により，

(7) −a− b = −a2 + 2ab+−b2

となる．したがって (6) と (7) から

(8) ab = 0

である．よって，(a) a = b = 0; (b) a = 0, b 6= 0; (c) a 6= 0, b = 0 の三つの場合が考えら
れるが，(a) なら f(z) = 0 がすべての z ∈ C に対し成り立つ．(b) の場合には，(5) と (2)

から，
−bi = f(i) = f(i · 1) = f(i)f(1) = −bi · b = −b2i

となり，b = 1 となるから，f(z) = z がすべての z ∈ C に対し成り立つ．(c) の場合には，
(5) と (2) から，

a = f(1) = f(1 · 1) = f(1)f(1) = a2

となり，a = 1 となる．このときには f(z) = z がすべての z ∈ C に対し成り立つ．
(命題 26)

系 8 とその後の注意と同様に上の命題 26 から次が帰結できる：

系 27 (ZF + AD) 〈C,+, ·, 0, 1〉 の自己同型写像は z 7→ z と z 7→ z の２つのみである．

系 28 ZF + “〈C,+, ·, 0, 1〉 の自己同型写像は z 7→ z と z 7→ z の２つのみである” は ZFC

と無矛盾等価である．

一方 ZFC のもとでは，〈C,+, ·, 0, 1〉 の自明でない（つまり idC でも共役写像でもないよ
うな）自己同型写像が存在する．

定理 29 選択公理を仮定する．このとき，〈C,+, ·, 0, 1〉 の自明でない自己同型写像が存在 C-auto

する．

以下の補題を用いて，超限帰納法により C の自明でない自己同型写像を構成することがで
きる：

補題 30 〈F,+, ·, 0, 1〉 を 〈C,+, ·, 0, 1〉 の部分体として，f : F → F を F の自己同型写像 L1

とする．a ∈ C を F 上の超越数とするとき，自己同型写像 f∗ : F (a) → F (a) で f の拡
張となっているものがとれる．

補題 31 〈F,+, ·, 0, 1〉 を 〈C,+, ·, 0, 1〉 の部分体として，f : F → F を F の自己同型写像 L2

とする．このとき，f は F の代数的閉包 F ∗ の自己同型写像に拡張することができる．
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補題 32 Q(
√
2) の自明でない自己同型が存在する． L3

証明． {1,
√
2} は Q 上の線型空間としての Q(

√
2) の基底になるから，Q(

√
2) の任意の

元は 1,
√
2 の Q 上の線型結合として一意に表せるが，f0 : Q(

√
2) → Q(

√
2) を，q, r ∈ Q

に対し，
f0(q + r

√
2) = q − r

√
2

として定義すると，f0 は体 Q(
√
2) の自己同型写像となっていることが確かめられる．

(補題 32)

定理 29の証明． κ = 2ℵ0 として，C = {cα : α < κ} とする．α < κ に関する帰納法で，
C の部分体の上昇列 〈Fα : α < κ〉 と Fα の自己同型 fα : Fα → Fα の上昇列 〈fα : α < κ〉
を次のようにとる：
(0) F0 = Q(

√
2) とし，f0 は 補題 32 の証明でのようにとる．

(1) γ < κ が極限順序数で，Fα, α < γ と fα, α < γ がすでに構成できたときには，

Fγ =
⋃
α<γ

Fα, fγ =
⋃
α<γ

fα

とする．
(2) γ < κ が非極限順序数で，γ = α+ 1 のとき，
(a) cα が Fα 上超越数なら，Fγ = Fα(cα) とし，fγ は Fγ の自己同型写像で，fα を拡張
するものとする（これは 補題 30 により可能である）．
(b) cα が Fα 上代数的なら，Fγ を Fα の代数的閉包として，fγ を Fγ の自己同型写像で，
fα を拡張するものとする（これは 補題 31 により可能である）．

(2)(a), (b) により，各 α < κ に対し，cα ∈ Fα+1 だから，⋃
α<κ

Fα = C

である．したがって，
f =

⋃
α<κ

fα

は C の自己同型写像となるが，(0) により，

f(
√
2) = f0(

√
2) = −

√
2 6=

√
2

だから f は自明でない． (定理 29)

5 バナッハ空間上の汎関数
This will be written later.
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ities, Uniwersytet Śla̧ski Paśtwowe Wydawnictwo Maukowe (1985) 1–523.

[6] Saharon Shelah. Can you take Solovay’s inaccessible away?, Israel Journal of Math-

ematics, 48 (1984), 1–47.

19


