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Closed unbounded sets と stationary sets

κ を正則基数とする．

C ⊆ κ が closed unbounded (club) とは，

(1) ∀α < κ ( α is a limit and C ∩ α is cofinal in α ⇒ α ∈ C )

(2) ∀α < κ ∃β ∈ C ( α ≤ β ) となること．

S ⊆ κ が (κ で) stationary とは， ∀Cclub ⊆ κ (S ∩ C 6= ∅) となること．

κ ≤ λ とするとき，Pκλ = [λ]<κ = {x ∈ P(λ) : |x| < κ} とする．

C ⊆ Pκλ が closed unbounded (club) とは，
(1) ∀µ < κ ∀〈xα : α < µ〉 ∈ µC

( 〈xα : α < µ〉 は ⊆ に関する上昇列 ⇒
∪
{xα : α < µ} ∈ C )

(2) ∀x ∈ Pκλ ∃y ∈ C ( x ⊆ y ) となること．

S ⊆ Pκλ が (Pκλ で) stationary とは， ∀Cclub ⊆ Pκλ (S ∩ C 6= ∅).



設 問
S を（κ での，または，Pκλ での） stationary set として，P を強制概念
とする．

‖–P “ S は stationary ” となるのはどんなときか?

Stationary sets の定義から，この問題は，

‖–P “∃C (C は club で S の補集合に含まれる) ”

とならないのはどんなときか?

とも言い換えられる．
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κ-strategically closed な強制概念
強制概念 P = 〈P,≤P〉 が κ-strategically closed であるとは，Player

Nonempty が次のような無限ゲーム GII
κ (P) で必勝法を持つこととする:

Empty

Nonempty
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· · · pδ
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· · ·

· · ·
δ: limit

ここに，〈pα : α < η ≤ κ〉 は P での ≤P に関する下降列で，

Nonempty が勝つ ⇔ すべての α < κ に対し pα がとれる．

とする．

P は <κ-strategically closed ⇔ すべての λ < κ に対し，
P は λ-strategically closed.

P は <κ-closed な稠密部分集合を持つ ⇒ P は κ-strategically closed

⇒ P は <κ-strategically closed.



Stationarity の保存に関する既知の結果

定理 1 (Folklore?) (a) κ を正則基数とするとき，S ⊆ κ が stationary で

P が κ-strategically closed なら， ‖–P “ S は stationary ”.

(b) S ⊆ Pω1λ が stationary で P が ω1-strategically closed なら，

‖–P “ S は stationary ”.

定理 2 (T.Usuba 200?) κ < λを正則基数として，κは λ<κ-supercompact

とする．このとき，stationaryな S ⊆ Pκλと κ-strategically closedで κ+-c.c.

を満たす Pで，‖–P “ S は stationary でない ”となるようなものが存在す

る．



定理 1 (a) の証明のスケッチ

証明のスケッチ． σ を GII
κ (P)での Nonemptyの strategyとする．p ∈ Pと

して C
∼
を κ の club subset の P-name とするとき，q ≤P p で

q ‖–P “ S ∩ C
∼

6= ∅ ” となるものがあることを示せばよい．

θ を十分に大きくとり，M ≺ H(θ)を，後で必要になるものをすべて含

み，M ∩ κ ∈ S となるようにとる（S は stationary だから可能）．

δ = M ∩ κ とする．

P∩M の要素の pからの下降列 〈pξ : ξ < δ〉で，Nonemptyが σ を用いて

戦っているゲームになっているようなもので， C
∼
∩ δ が δ で unbounded

であることを gradually に force するものをとる．

σ が winning strategy だから q ∈ P で q ≤P pξ, ξ < δ となるものがとれる

が，q ‖–P “ δ ∈ S ∩ C
∼

” である．



Pκλ 上の internally approachabe filter

M ≺ H(θ) が (strongly) internally approachable (以下 (s.)i.a.と略) ⇔ M の

elementary submodels の上昇列 〈Mα : α < δ〉 で次を満たすものが存在す
る: (1) M =

∪
α<δ Mα; (2) ∀γ < δ 〈Mα : α < γ〉 ∈ Mγ;(

(3) ∀γ < δ P(γ) ∈ Mγ

)
.

a ∈ H(θ) に対し，

SIA,θ,a
κ λ = {λ ∩ M : M ≺ H(θ), M は i.a., κ, λ, a ∈ M, |M | < κ} .

F IA
κ λ = {SIA,θ,a

κ λ : θ 十分に大, a ∈ H(θ)} から生成される Pκλ 上の filter

SSIA,θ,a
κ λ, FSIA

κ λ: 上の SIA,θ,a
κ λ, F IA

κ λ の定義で i.a.を s.i.a.で置換えたもの

補題 3. F IA
κ λ (FSIA

κ λ)は normal filterである．特に，すべての X ⊆ Pκλに

対し，X はF IA
κ λ-stationary (⇔ X ∈

((
F IA

κ λ
)∗)+

) ⇒ X は stationary.



Strategically closed な強制概念で保存される
Pκλ の stationary sets

定理 4. (S.F. and G.Piper [1]) S ⊆ Pκλ がF IA
κ λ-stationary なら，

すべてのκ-strategically closed な強制概念 P に対し，
‖–P “ S は F IA

κ λ-stationary ” である．

定理 5. (S.F. [2]) κ が inaccessible でS ⊆ {x ∈ Pκλ : x ∩ κ は regular

cardinal でない } がFSIA
κ λ-stationary なら，すべての<κ-strategically closed

な強制概念 P に対し， ‖–P “ S は FSIA
κ λ-stationary ” である．

定理 6. (S.F. and G.Piper [1]) 上の 2定理で，“(<)κ-strategically closed”

は “P does not add any new element of Pκλ + κ+-c.c. には弱められない．


