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Multiverse reflected down to the Set-Theoretic Geology

Sakaé Fuchino (渕野 昌)
Kobe University, Japan

https://fuchino.ddo.jp/index.html

(2026年 9月 3日 (09:18 JST) printer version)

▶ 2026年 9月 3日 (17:15～17:30 JST) :

日本数学会秋季総合分科会 2026
数学基礎論および歴史分科会

The following slides are typeset using upLATEX with beamer class, and

presented on GoodReader v.6.0.1230

The most up-to-date version of these slides is downloadable as

https://fuchino.ddo.jp/slides/multiverse-in-geology-mathsoc2026-pf.pdf

https://fuchino.ddo.jp/index.html
https://www.mathsoc.jp/activity/meeting/kobe26sept/index.html
https://apps.apple.com/jp/app/goodreader-pdf-editor-viewer/id777310222?l=en-US
https://fuchino.ddo.jp/slides/multiverse-in-geology-mathsoc2026-pf.pdf
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Multiverse reflected down to the Set-Theoretic Geology — OutlineMultiverse (2/12)

▷ Outline

▷ 集合強制法多世界宇宙 (Set-generic Multiverse)

▷ 集合強制法多世界宇宙のモデルMVM
0

▷ Steel の多世界宇宙モデルMVM,G
ST

▷ The Super-C (∞)-LgLCAA for hyperhuge

▷ 多世界宇宙の geology への反映 (reflection)

▷ Open Problems and reference
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集合強制法多世界宇宙 (Set-generic Multiverse) Multiverse (3/12)

▶ 現代の集合論では，我々の「住んでいる」集合論のユニヴァース V = {x : x = x}
から出発して強制法 (forcing) を用いて，generic-拡大を構成することや，内部モ
デルを構成すること，またこの二つの構成法の繰り返しの適用などのモデルの構
成により生成される，集合論のユニヴァースたちの総体を考える，という視点が
自然になることが多い． このような視座は，集合論的多世界宇宙 (set theoretic
multiverse) と呼ばれる．

▷ 特に，上と同様の構成で，そこで考察すべき内部モデルを generic-拡大の逆操作
で得られるもの (sef-forcing でもとの universe に戻ることのできるような内部モ
デル: grounds of V とも呼ぶ) に限ったときに生成される多世界宇宙は，集合強
制法多世界宇宙 (set-generic multiverse) と呼ばれることがある．

▷ いずれの場合にも，(我々の住んでいる)本物の集合論ユニヴァース Vは，
::::::::
すべての

:::::::::::::::::
集合からなるクラスなので，これの真の拡大をとる，というのはある種のフィク
ションでしかありえない．— もちろん，このフィクションを数理論理学の手法を
用いて正当化する方法はいくつか知られているのだが．たとえば，[1] ,[2] を参照．

[1]Kenneth Kunen, Set Theory: An Introduction to Independence Proofs (1980).
[2] S.F., Iterated forcing, Lecture note (2018).

https://fuchino.ddo.jp/notes/iterated-forcing-katowice-2018.pdf#page=14


‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

集合強制法多世界宇宙のモデル Multiverse (4/12)

▶ 矛盾の回避の一つの方法は，“V の p.o. P による，ある generic-拡大 V[G] で φ
が成り立つ” を “ある p ∈ P に対し，p ∥– P “φ ” が成り立つ” と読み換えること
である．

▷ しかしこの「読み換え」は meta mathematical な解釈を含んでいるため，これで
は，集合論的多世界宇宙の直接的な解釈とは言いがたいものになってしまってい
るし，generic set G に関する features は考察から抜け落ちてしまう．

▶ この「すべての集合からなるユニヴァースの更なる拡張」の問題を回避するため
に，ZFCまたは，ZFCの十分に大きな fragment の可算な推移的モデル M をとり，

MVM
0 := {N : N is a generic extension of a ground of M}

を集合強制法多世界宇宙のモデルとしてとる．ということが考えられる．
▷ このモデルは，可算構造からなる toy model でしかない (”本物” の multiverse と
の関連性が不明である — ただし，任意の n ∈ N に対して， M ≡Σn V とするこ
とはできる)．
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Steel の多世界宇宙モデル MVM,G
ST Multiverse (5/12)

MVM
0 は，それが toy model であることのみでなく，それが upward closed でない，
という問題も残っている．

Theorem 1. (H.Woodin, see see Hamkins [3] ) For a countable transitive model
M of ZFC and P ∈ M with M |= P = Fn(ω, ω), there are (M,P)-generic G0,
G1 such that M[G0] and M[G1] do not have any common extension. □□

▶ J.Steel は，この問題を解決するために次のような多世界宇宙のモデルを導入して
いる[4] , [5] :

▷ Let M be an arbitrary countable transitive model of ZFC and let G be a
(M,Col(ω,OnM))-generic filter.

MVM,G
ST := {N : N is a ground of M[G ↾ α] for some α ∈ OnM}.

[3] Joel D.Hamkins, Upward closure and amalgamation in the generic multiverse of a
countable model of set theory, 数理解析研究所講究録 (RIMS Kôkyû-roku) Vol.1988, (2016).

[4] John. R. Steel, Gödel’s program, in: J. Kennedy (ed.), Interpreting Gödel:
Critical Essays. Cambridge, UK: Cambridge University Press (2014).

[5] , Generically invariant set theory, in: S. Arbeiter, and J. Kennedy (eds.),
The Philosophy of Penelope Maddy, Springer (2024).

https://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~kyodo/kokyuroku/contents/pdf/1988-02.pdf#page=4
https://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~kyodo/kokyuroku/contents/pdf/1988-02.pdf#page=4
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The Super-C (∞)-LgLCAA for hyperhuge Multiverse (6/12)

▶ MVM,G
ST は M と G に依存しているし，依然として toy model にすぎない，とい

う問題は残っている．
▷ 公理図式 the Super-C (∞)-Laver generic Large Cardinal Axiom for All p.o.s and for

hyperhugeness (以下 The super-C (∞)-LgLCAA for hyperhuge と略), を仮定する
と，upward closedness を含む Steel の要請した multiverse の性質を満たすモデル
MV で，“本物の multiverse” の状況をより良く反映していると解釈のできるもの
が導入できる．

The super-C (∞)-LgLCAA for hyperhuge: (これでもまだ長いので，以下では (Δ) と略す)
For all n ∈ N, for any λ0 > 2ℵ0 and p.o. P, there are λ > λ0 with Vλ ≺Σn V,
and a P-name

∼
Q of a p.o. s.t., for (V,P∗

∼
Q)-generic H, there are j , M ⊆ V[H]

with
(a) j : V

≺→2ℵ0 M,
(b) j(2ℵ0) > λ, P, P ∗

∼
Q, H ∈ M,

(c) (tightness) |RO(P ∗
∼
Q) | ≤ j(2ℵ0), and

(d) j ′′j(λ) ∈ M (the closure property corresponding to hyperhugeness),

(e) Vj(λ)
V[H] ≺Σn V[H] (i.e. λ ∈ (C (n))V ; j(λ) ∈ (C (n))V[H]) (super-C (∞) feature).
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The super-C (∞)-LgLCAA for hyperhuge (2/2) Multiverse (7/12)

Theorem 2. (S.F.-Usuba [6] Lemma 4.5, Theorem 4.6 and Theorem 4.7,(4))
Consistency of the (Δ) can be established starting from ZFC + there is a
2-huge cardinal. □□

Lemma 3. (S.F.-Usuba [6] rather hidden) (Δ) implies CH. □□

▶ M ⊆ V が V の bedrock であるとは，M が V の (⊆ に関して) minimal な ground
であることである．Bedrock は存在すれば一意である．

Theorem 4. (S.F.-Usuba [6] , Theorem 5.2, Theorem 5.8) Assume that (Δ) holds.
Then the bedrock W exists and (2ℵ0)V is a super-C (∞) hyperhuge cardinal in
W. □□

Theorem 5. (S.F.-Usuba [6] , Lemma 4.1) For a model M of ZFC if κ is a super-
C (∞) hyperhuge cardinal in M then we have Vκ

M ≺ M. In particular, under

(Δ), V(2ℵ0 )V
W ≺ W holds. □□

[6] S.F. and Toshimichi Usuba, On Recurrence Axioms, Annals of Pure and
Applied Logic, Vol.176, (10), (2025).

https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=17
https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=19
https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=20
https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=17
https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=17
https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=27
https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=33
https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=15
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多世界宇宙の geology への反映 (reflection) Multiverse (8/12)

▶ (Δ) を仮定して，κ := (2ℵ0)V とし，

MV := {Vκ
W[G] : G is a (W,P)-generic filter ∈ V for some P ∈ Vκ

W }

とする．

▷ Theorem 4 により，bedrock W が存在し，κ := (2ℵ0)V は W で super-C (∞)

hyperhuge である．

▷ By Theorem 5 , により，Vκ
W ≺ W である．したがって，MV の定義でのような

G に対し，Vκ
W[G] ≺ W[G] が成り立つ．

Theorem 6. (S.F.-Usuba [6] , Theorem 4.10) (Δ) implies the Maximality Principle
MP(all p.o.s,H(2ℵ0)).

▶ このことを使うと，MV が upward closedness を含む多元宇宙の持つべき性質を
すべて満たすことが証明できる．

https://fuchino.ddo.jp/papers/recurrence-axioms-x.pdf#page=23
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多世界宇宙の geology への反映 (reflection) (2/3) Multiverse (9/12)

▶ 以下の議論から，V に関する単一の fromula として記述できる集合強制法多
世界宇宙の性質は，すべて “geological な multiverse” MV に反映されるこ
とが分かる (説明は時間の都合で略):

▷ Assume that (Δ) holds. Then there is the bedrock W (Theorem 4 ),
MP(all-p.o.s,H(2ℵ0)) ( Theorem 6 ), and κ := 2ℵ0 = ℵ1 ( Lemma 3 ) holds.

▷ Let V = W[G] for a (W,P)-generic G ∈ V for some P ∈ W.

▷ Suppose that V |= ∥–Q “φ ” for an Lε-sentence φ and a p.o.Q ∈ V. Let
∼
Q ∈ W

be a P-name of Q s.t. W |= ∥– P∗Q
∼
“φ ”.

▷ In V, let R be a p.o. that forces the continuum is > |P ∗
∼
Q |.

Then we have V |= ∥–R “ ∃P ∈ W( |P | < 2ℵ0 ∧ W |= ∥–P “φ ”) ”.

▷ By MP(all-p.o.s,H(2ℵ0)), there is a ground W of V s.t.
W |= ∃P ∈ W( |P | < 2ℵ0 ∧ W |= ∥–P “φ ”).
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多世界宇宙の geology への反映 (reflection) (3/3) Multiverse (10/12)

▷ Since (2ℵ0)W ≤ (2ℵ0)V, and W is absolute between W and V, it follows that
V |= ∃P ∈ W( |P | < 2ℵ0 ∧ W |= ∥–P “φ ”).

▷ Let P∗ ∈ W be s.t. |P∗ | < κ, and W |= ∥– P∗ “φ ”. By a consequence of Theorem
6 , there is a (W,P∗)-generic G∗ ∈ V. We have W[G∗] |= φ.

▶ Thus, under (Δ), Vκ
W[G∗] ∈ MV , and Vκ

W[G∗] |= φ by Theorem 5 . □□
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Open Problems and reference Multiverse (11/12)

▶ Problems: MV について，Steel の公理系 MV を満たすこと以外に何が
言えるか／何をMV に関する公理として更に追加できるか?

— MV + BA ?

— the Lω1,ω theory:
MV + “there is W ∈ W s.t. W |= (Δ)” ?

— the Lω1,ω theory:
MV + “there is W ∈ W s.t. W |= (Δ)”
+ “for all transfinitely iterable stationary preserving P, there is W ∈ W s.t.
W |= the super-C (∞)P-LgLCA for extendible” ?

— Bedrock = ultimate-L ?
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Thank you for your attention!

ご清聴ありがとうございました．
Vielen Dank für die Aufmerksamkeit.


